Les Lois de probabilité a densités

A) Notion de densité de probabilité
1) Définition d'une densité

Définition : Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b]
festune "densité" de probabilité si les
conditions suivantes sont vérifiées :

; on dit que

Densité

L’aire sous la courbe

[ estpositive pour tout x€[a;b]
b

N
{f@)

exemples : Déterminer si les fonctions  f

suivantes représentent une densité de probabilité —
(on déterminera alors le paramétre k& )

1 unité d’aire

.dx=1 (l'aire totale est unitaire)

a) Soit f(x)=k ou x€[2;6]

b) Soit f(x)= kx+1 ou x€[0;4]
¢) Soit f(x)=kx’ +§ ou x€[-2;2]
d) Soit f(x)=k.sin(x) ou x€[0;n]

Meéthode : Déterminer si une fonction est une densité de probabilité

Vidéo : https:llyoutu.belr-8jxBaS7Ms

2) Calculs de probabilités
Propriétés : Soit  f une fonction densité de probabilité sur [a, b]
les calculs suivants :
e P(X=k)=0 pourtout k€[a;b]

k

«  P(x<k)=[ f(x).dx pourtout k€[a;b]

; on défini

b
. P(XZk)fo(x).dx pour tout k€[a;b]
k

d
. P(C<X<d):ff(x).dx pourtout c,d€la,b]

c

exemple : Soit la densité de probabilité f (x)Z%x(6—x) sur [0;6]

on vérifie que cette densité de probabilité est bien valide !
2
=J 1 (x) : ff
0

3) Espérance mathématique

.dx=0,26 ~0,376

Définition : Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b]
b

"Espérance mathématique" de X le nombre E (X )=f(x. f(x)).dx

a

; on appelle

Meéthode : Utiliser une loi de densité

* Vidéo https:llyoutu.be/ORy-2yLSANA
* Vidéo https:/lyoutu.belol-tbf9sP6M

exemple : Soit la densité de probabilité [ (x)Z%x(6—x) sur [0;6]

l'espérance mathématique de X  est donné par :

EUﬁ:fGLﬁ®—ﬂym:fGiﬁ%ﬁ)m:faj+§i:

4) Variance & écart-type

Définition : Soit f une fonction continue sur un intervalle [a ;b]
b

"Variance" de X le nombre V(X):f(x—E(X))z.f(x).dx

a

; on appelle

Théoréeme de Konig-Huygens : La variance de X est définie par l'expression :
b

V(X)=[(x*.f(x)).dx—[E(X)T

a

exemple : Soit la densité de probabilité f (x)= %x(6—x) sur [0;6]

la variance de X est donnée par :

6 6 4 3
{ —x (6— x)).dx—32:.£(_32 +%).dx—9=1,8


https://youtu.be/r-8jxBaS7Ms
https://youtu.be/oI-tbf9sP6M
https://youtu.be/0Ry-2yLsANA

Définition : Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b] ;
on appelle "écart-type" de X le nombre O(X):\/V(X)
exemple : Soit la densité de probabilité f (x)Z%x(6—x) sur [0;6]

I'écart-type de X est alors

o(X)=11,8=1,34

Rque : on peut interpréter graphiquement
E(X)=3 et o(X)=1,34
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B) La loi Uniforme
1) Densité de probabilité

exemple : Des machines remplissent des bouteilles de lait de 1 litre. L’une d’entre
elles est défectueuse et, au passage de chaque bouteille, elle se bloque apres une
quantité aléatoire de lait versée et comprise entre 0 et 1 litres ;

Soit X la variable aléatoire définissant la quantité de lait versée par la
machine ; Alors X suit la loi Uniforme sur l'intervalle [0,1] ;

Définition : X suit la loi Uniforme sur l'intervalle [0;1] sisa densité de
probabilité est définie par  f(x)=1 pour x€[0,;1] ;onnote X->U([0,1])
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exemple : Vid€o https:llyoutu.belyk4ni_igxKk

Suite a un probléme de réseau, un client contacte le service aprés-vente de son
opérateur. Un conseiller I’informe qu'un technicien le rappellera pour une
intervention a distance entre 14h et 15h. Sachant que ce technicien appelle de
maniére aléatoire sur le créneau donné, on souhaite calculer la probabilité que le
client patiente entre 15 et 40 minutes.

On désigne par T la variable aléatoire continue qui donne le temps d’attente

. 40—-15_5
tes ; d P(15<T<40)= =—
en minutes ; on a donc ( ) <0 T
cette probabilité représente I'aire D, "sous la courbe" de la densté f (x)= %

¥y A

L1009 110l |30
=15

Définition : X suit la loi Uniforme sur
l'intervalle [a,b] sisa densité de

b—a
1

b—a
pour x€[a;b] ;ainsi X->U([a,b])

probabilité est définie par f (x)=

2) Calculs de probabilités

a b
Propriétés : Soit X une variable suivant la loi Uniforme sur [a;b] ;on
défini les calculs suivants :

e P(X=k)=0 pourtout k€la;b]
. P(c<X<d)=Z_;2 pour tout ¢, d€[a;b]

Densité de la loi uniforme sur [a; b

.........

bh—a

a ¢ d b

L’aire de ce rectangle vert correspond a p(e < X < d) et vaut

(d_“]'bl =r.'_

¢
=ple<X <d
a b-a plesX<d)



https://youtu.be/yk4ni_iqxKk

3) Parameétres de la loi 2) Calculs de probabilités

Propriétés : Soit X une variable suivant la loi Densité de la loi uniforme sur [a; 8] Propriétés : Soit X suivant une loi Exponentielle de paramétre A>0 sur
Uniforme sur [a,;b] ; on défini 1 \ l'intervalle [0,+oo[ ;on défini les calculs suivants pour tout k€[0,+o0]
e I'Espérancede X E(X)zaT-'-b e e P(X=k)=0
(b—a)’ +  P(X<k)=l-e™
e laVariancede X : V(X)= o — ! - b— e PlXzk)=e
. bh—a / \ e PlesX<d)=e—e!
e 1Ecart-typede X : of(X)= N Bx) = 43 pour tout ¢, d €0 ;+o0]
Preuves - Vidéo : https:llyoutu.be/tL8-UTORSLM
_ i _ r x __x* ' b'=d’ _a+h 3) Paramétres de la loi
E(X)—f (x.f(x)).dx—f (b_a).dx—[z(b_a)] “2—a) 2
¢ ¢ ¢ Propriétés : Soit X suivant une loi Exponentielle de paramétre A>0 sur
b b2 . 1 1 1
V(X)=[(x*. f(x)).dx—[E(X :f ). ‘”b) lintervalle [0+ ;ona E(X)=5 ; V(X):P ; o(X)=5
| x ]b_ (a+b) _ b'—d’ (a+b) a’+ab+b’ a2+2ab+b2 Preuves : E(X)Zf (x.f(x)).dx:f (x.he ™). dx= )»f e ). dx
3(b—a)’, 4  3(b—a) 4 3 4 0 0
A4 Aab+ 4D -3 —6ab—3b" d'—2ab+b’ (a—b)2 on pose alors f(x) xe ™" et on cherche une primitive de f notée F
= 12 = 12 = 12 soit F(x)= (_T —%)e (on admet ce résultat ! )
()'(X):\ V X e (a_b)zzbj car a<b d E(X)_)\.[(_—l _L) —)\.x]+w_|:(_ _l) —7\.x:|+ao_0_(__1) K.O_l
12 V12 onc =hlgrr—oge = x—y)e™] = s)e =
C) La loi Exponentielle V(x)=[ (2 f(x).d—(E(X)f=[ (2 he ™). d——
1) Densité de probabilité 0 A
Définition : X suit la loi Exponentielle sur l'intervalle [0,+oo[ sisa densité f 2e™™) Lz
de probabilité est définie par 0
— M . .
o nf n(())Ctv)e_ );(e_) £ (ic))uravzce[ (;\:(;)o[ ’ N onpose alors g(x)=x"e ™" eton cherche une primitivede g notée G

soit G()C)Z(_Tlxz—lx—i)e_x

ArE " (on admet ce résultat ! )

Contextes d'utilisation :

Durée de vie de composants
¢lectroniques, tremblements de terre,
désintégration d'un noyau radioactif
de type Césium ou Uranium, ...

donc V(X):k[(%xz—%x—%)e_“] —%:x(o-l)e‘“’—%:%
0

ainsi on déduit facilement que o(X )=vV (X) :\/% -



https://youtu.be/tL8-UTORSLM

4) Lois "sans mémoire"

Propriété : Soit X suivant une loi Exponentielle de parametre A>0 sur
l'intervalle [0,+oo[ ;alors pourtousréels ¢ et A strictement positifs :

Piyoy(X>t+h)=P(X>h)

Rque : on appelle cette propriété « loi sans mémoire » car la probabilité d'une durée de vie
d'un temps « 4 » sachant qu'elle a déja duré sur un temps « ¢ » est indépendante de ¢

05 {
054 de densité de probabilité f(x) = {

PradT = t4h) = —5 —— BT = h)

7 At n112 et = 05
T - =T = 0,295 = A Aedt = 0.4

0.4 4
0.3

024

h
h
0.1 5:

Durée de vie sans vieillissement { usure ou mémoire )
T suit la loi exponentielle de paramétre A

(0507 >
o 05T

)]

s otherwise

A =0.597

h=118

Meéthode : Utiliser la propriété d’absence de mémoire
Vidéo https:liyoutu.be/ZS sW8yq-94

exemple : La durée de vie, exprimée en heures, d'un petit composant €électronique
d'une carte d'anniversaire musicale est une variable aléatoire X  qui suit la loi

exponentielle de parametre A =0,0035 ;

Sachant qu'un composant testé a fonctionné plus de 200 heures, calculer la

probabilité qu'il tombe en panne avant 300 heures.

On cherche P Xzzoo)( X <300) par définition d'une probabilité conditionnelle

OF Py 200( X <300)=1=P -0 (X >300)=1-P(X >300—200)

=1-P(X>100)=1—¢ "%
=1—e "*~0,295

interprétation : cela signifie que cette carte d'anniversaire musicale aura environ 30% de

chances de fonctionner encore avant de tomber en panne 300h plus tard

on appelle cela les pannes de "fin de vies"

exemple : application a la physique --> désintégration radioactive

La désintégration radioactive est un

phénomeéne aléatoire. c’est a dire que I’on ne fl
peut pas, a I’échelle « microscopique», dire @
quand un noyau va se désintégrer. ‘&
Néanmoins, a 1’échelle macroscopique, on a /N
;

pu établir que la durée de vie d’un noyau

& By

radioactif suit une loi de durée de vie sans .o @ é)"lé -
vieillissement ; ¢’est a dire une loi . ’z’% | \ @\@ >
: : : @ @ « -
exponentielle de parametre A, la valeur @
)\ étant la constante radioactive (en s~ ) W"*@ 29

¢ 0 ¢ °

qui caractérise un radionucléide.

On appelle T la variable aléatoire associée a la durée de vie d’un noyau. La
probabilit¢ p qu’un noyau ne soit pas désintégré a 'instant ¢ est donc :
p=P(T=>t)=¢"""

Si au départ on compte N, noyaux au bout d’un temps ¢ , on en comptera
N(t) quivérifie: N(t)=N,e
On appelle demi-vie t¢,,, ,le temps nécessaire pour que le nombre de
. . T N
radionucléides soit divisé par 2. On a alors : N (¢,,)= 70

7)‘11/2_

donc —k.tm:ln(%)

In2
A

_ N
donc N,e M‘”ZTO donc e %
_In
donc —\.t,,,=—In(2) donc ¢,,=

Propriété : Pour une variable aléatoire X  qui suit une loi de "durée de vie sans

vieillissement", on appelle demi-vie la durée ¢, tel que P(X>¢, ,2):%

. In 2
On obtient alors : ¢, /2:nT
Enfin la dur¢e de vie moyenne ¢, =7
d’un radionucéide est donnée par 1’espérance
o 1
mathématique : T=F (T )= 5 or
~In2

t
ty, = donc r:£:1,44.t1,2

O t172 E(X)


https://youtu.be/ZS_sW8yq-94

D) Les lois Normales Propriétés : La fonction de répartition @ vérifie : G
1) Courbe de GAUSS . ® est définie et continue sur R =
Lorsqu’on étudie la loi binomiale sur un grand nombre d’expériences (n > 50) a . d est strictement croissante avec 075
condition que la probabilité de succés sur une expérience ne soit pas trop petite ®(0)=0,5 :
(p >0, 1), on peut approximer cette loi binomiale par une loi normale dont la . C, admt un centre de symétrie en y
représentation est une courbe en cloche ou courbe de Gauss. On passe ainsi d’une A4(0;0,5) (5
distribution discréte a une distribution continue beaucoup plus souple. « enpratique ®(a) estcalculé a l'aide de la
calculatrice ou de Tables ("abaques") 5 5 -t 8 t 2 3

Définition : La densité de probabilité de Laplace-Gauss

On appelle densité de proba‘?ilité de Laplace-Gauss, la fonction ¢ définiesur 4670 - Pour calculer @ (a) on utilise I'instruction : Eﬁpm[?
o _ _— ower § -
R par: ¢(¢)= L.e > avec t€R NormalCD(~10,a,1,0) Mormal C.D UrFer 13

V2m F =@, 9956581 o :

-->exemple avec P (3) =1L aw=- 10 P 1=

Rques : Cette fonction ¢ correspond bien a une @(3):P(X<3):0,99865 =1l =3 Save ResiNHone

densité de probabilité : T
. ¢ est bien continue et positive sur IR

3) Calculs de probabilités

(composée de fonctions continues et la fonction
exponentielle est positive sur IR )

* Cette fonction ¢ est paire et admet en 0
un maximum : ¢(0)~0,4

Propriétés : Soit X une variable aléatoire avec XN (0,1) alors pour tous
réelsaethtelsque a<b ,ona:

* Sonintégrale sur IR estégalea l.
(résultat admis !)
* Lacourbe C, estappel¢e courbe en cloche ou courbe de Gauss.

.y y, . i —af Graphigus ] i
Note : on pourra utiliser le résultat suivant : f e " .dt=,/T pourtout a>0 ' / /;
S0 a ’ ]

Proha PiX < m) a=10 X <a) m=
-3 -2 }

i

2) Loi Normale « centrée-réduite »

Définition : On dit que la variable aléatoire X suit une loi normale centrée

réduite, notée N (0;1) sisa densité de probabilité est égale a la fonction

_p . P(X<a)=®(a)
o(t)= le—.eT Sa fonction de répartition * PEX<—)61):1—C(D()“)
. *  P(X=a)=1-®(a
D est d)f)nc définie Izar: B . Pla<X<b)=d(h)—®(a)
o(x)=J olt).dr=[ —=e.at + Plras<x<a)=20(a)-1
—o0 —00 T

Rqgue : Certaines valeurs interviennent
souvent, il est bon de lesmémoriser.

> P(-1<X<1)=0,683 ; P(—2<X<2)~0,954 ; P(-3<X<3)~0997

Rque : lenombre @ (a) représente Iaire du
domaine délimité par cette courbe en cloche 1’axe des
abscisses et la droite X =a




4) Paramétres de la loi N(0;1)

Propriétés : Soit X une variable aléatoire avec XN (0,1) alors on a les

résultats suivants :  E(X)=0 ; V(X)=1 ; o(X)=1

Preuves :
Calcul de I'Espérance mathématique de X :

I 0 —t +00 —t
t > t >
—.e " .dt+| —.e” dt=1+]
f vzn —LJ T { V2n
0 -7 0 -
or on a Il—f o e’ dt=1imfr e’ .dt
- T a->—ow
o = a =
et 1,= > .dt=lim > .dt
? {\/2356 a+en Sy J'Ce

a=>+owo

donc par passage a la limite : /,= lim (\/%.(eT—l)):_—l
T

1 1

finalement on déduit que E(X)=[,+] =———=0
e EX)=I = 0s
Calcul de la Variance de X :
+o0 t2 ;fz 1 +00 ;fz
v(x)=] el di—(0P=—=. [ .e? .di

% 2m V2

0 -7 +00 —-r
soit encore V(X)Z\/%.f re? .a’t+%.ft e’ dt=1+1,
T —w 7T 0

0 z’ -

ainsi /[ —f 1_ .e? di=lim IL— £.e? . dt
—® \/ a=>—ow 2
Avec une « 1ntegrat10n par parties » :
t -9 O -7
— 1 —
I, et di= :.62 +| —.e? .dt
f V2 [\/275 ]a '{ V2m

Soit encore Ia:\/%.e : +<I>(O)—<I>(a)=m.e +§—CI)(a)

donc par passage a la limite : 7, = lim ( a .e7+%—<1>(a) =

a.>—o

|
4 q
a

2
+ o0 -

de méme : ftze dt—hmft el .dt
0

a=>+o0 0

Avec une « intégration par parties » :

- - 4

[
— e’ .dai=[—L.
{ Cr Tax |

Soit encore J = o P+ ®(a)-D(0 = P +P(a)—=

a=>+w

donc par passage a la limite :  /,=lim (\/_2i .eT+CI>(a)—l):0+l——:
T

finalement V(X):Il+12:%+%:1

enfin il est évident que o X)=VV (X)=V1=1

Remargue : C’est pour cette raison que cette loi normale est
e centrée: E(X)=0
o réduite: V(X)=1

(Remarque)’ : Attention ! La notation peut alors préter & confusions ;

eneffet X->N(0,1) indiquealorsque E(X)=0 et V(X)=1



5) Les lois Normales générales
Définition : On dit que la variable aléatoire X suit une loi normale générale,
notée N (u,;0°) sisadensité de probabilité est égale a la fonction
o
dt)=—p=.e"
oV2m

avec t€R

Théoreme de MOIVRE-LAPLACE :

y

Si X suitla loi normale générale N (u;o°) enposant Z :X(; alors Z

est une variable aléatoire suivant la loi Normale « centrée-réduite » N (0;1)

Conséquence : Si X suit la loi normale générale N (u;o”) alors on a les
paramétres : E(X)=u ; V(X)=0

v

Preuves : On a X—)N(M;O'z) et ZZXO_M avec Z>N(0;1)

donc E(Z)=0 et V(Z)=1

or X=u+o0.Z donc E(X)=E(u+0.Z)=E(u)+0.E(X)=u+ox0=u
deméme E(X)=V(u+c.Z)=V(u)+c”.V(X)=0+0’%x1=0"

Exemple : Les températures de 1’eau du mois de juillet, autour du lac Léman,
suivent la loi normale d’espérance 18,2°C et d’écart-type 3,6 °C.
Une personne part camper en juillet sur le pourtour du lac Léman.
Que peut-on lui indiquer comme probabilité¢ de température de 1’eau des plages
dans les cas suivants :

a) températures inférieures a 16 °C

b) températures comprises entre 20°C et 24,5°C

c) températures supérieures a 21°C

Solutions : Soit T
T N(182 ;3,6°) ,onposealors Z=

la température de 1I’eau du mois de juillet ; d'apres 1 'énoncé
T_3—168’2 donc d'apres le Théoréme

de Moivre-Laplace, Z->N(0:1) ;
on obtient donc :
P(T<16):P(Z<;—6):P(Z<—O,6l1)

=®(—0,611)1-®(0,611)=1-0,729=0,271
=1-0,729=0,271

de méme : P(T<16):P(Z<%):P(Z<—O,6ll)
=d(1,75)—P(0,5)=0,960—0,692=0,268
et enfin : P(T>21):P(Z>w):P(Z>0,778)

=1-®(0,778)=1-0,782=0,218
6) Valeurs remarquables de GAUSS

Propriété : Si X suit la loi normale générale N (u ;o) alors on obtient les
« valeurs remarquables » suivantes :

e Pu—0<X<u+c)=0,683

e Pu—20<X<u+20)~0954

e Pu-30<X<u+30)=097

L

=k===

u—3c u—20 u—o Hto H+2r u+3c
Propriété : Influences des valeursde n et ©
Si X suit la loi normale générale N (u;o”) alors on obtient :
* Le maximum de la « courbe en cloche » est obtenu pour =

* Pluslavaleurde o estpetite plus la « courbe en cloche » est « étroite »
* Pluslavaleurde o estgrande plus la « courbe en cloche » est « €largie »

) 1
0.8

0.6




