Résolution d’une équation différentielle du type (E) v’ + a(x)y = f(x) par la
méthode de la variation de la constante

Cas particuliers

L’ensemble des solutions de I’équation :
1. (H) ¥y =ay est Sy = {x— Ke™, Ke R}

2. (E)y =ay+best Sy={x—>Ke" -t KeR]}.
On dit que (H) est I’équation homogene associé a (E).

Résolution de I’équation homogene

L’équation homogene (H) associée a (E) est (H) y’ +a(x)y = 0.
Pour résoudre cette équation on considére une primitive A de a.
On remarque que A’(x) = a(x) et donc e[y’ + A’(x)y] = 0 (%).
On pose F(x) = eA@y(x), on a alors F'(x) = ey’ (x) + A’ (x)y(x).
Ainsi (%) = F/(x) = 0 en intégrant ’égalité, on obtient que l’ensemble des solution de 1’équation (H) sont les fonctions yy telles que
yu(x) = Ce™® avec A primitive de a et C € R.
Cas particulier : Si a(x) =a constante, (H) devient ¥’ +ay = 0, les solutions sont bien de la forme yy(x) = Ce™ ou C € R.

Résolution de 1’équation (E)
Détermination d’une solution particuliére

Soit on connait la forme de cette solution (voir tableau ci-dessous)
Soit on utilise la méthode de la variation de la constante, on considére y(x) = C(x)e™*® (ol ici C est une fonction de x plus une
constante).
Par conséquent, y'(x) = C'(x)e4® — C(x)A’(x)e™4® ou A’(x) = a(x)
Alors ¥ +ay = C'(x)e*® = f(x) i.e. C'(x) = f(x)e@ il s’agit alors de déterminer une primitive C de x — f(x)e® .
On obtient ainsi une solution particuliere de '’équation (E) qui est y,(x) = C(x)e™®,

Forme des solutions particuliéres dans des cas particuliers (seulement pour le cas ot ¥ = ay + f(x) ol a est
constante)

Si f est du type alors il existe une solution particuliere du type

Q polynéme de méme degré que P
f(x) = P(x), P polynéme de degré n y(x) = Qx) sia#0
y(x) = xQ(x) sia=0

s y(x) =A™ sik#a
fey=e y(x) = Axe™ sik=a

f(x) = cos(wx) ou f(x) = sin(wx) y(x) = Acos(wx) + Bsin(wx)

Q polynéme de méme degré que P

f(x) = P(x)e™, ke R y(x) = Q(x)et sik#a
y(x) = xQ(x)e" sik=a
f(x) =k x cas précédents méme forme que cas correspondant
f(x) = somme des cas précédents somme correspondante

Détermination de la forme générale de 1’ensemble des solution

L’ensemble des solution de ’équation (E) sont I’ensemble des fonctions y telles que

y(x) = yu(x) + yp(x) = Ce ™™ + C(x)e ™ o C € R



Résolution des équations du second ordre

On considere 1'équation (E) ay” + by’ +cy = f ou a,b,c constantes, a # 0 et f une fonction et (H) ay” + by’ + cy = O son équation
homogene associée.

L’équation caractéristique associée a (E) est ar? + br + ¢ = 0, son discriminant est A = b? — 4ac.

Solutions de I’équation homogene en fonction des solutions de ’équation caractéristique

Signe de A Solutions de 1’équation caratéristique Ensemble Sy des solutions de I’équation homogéne
A>0 deux racines réelles distinctes : 1 = 'h;’”‘a et rp = '}’;7“‘6 (rh #12) {x > Kye'1* + Kye2*, Ky, Ky € R}
A=0 une unique racine ry = —% {x > (Kix + K)e'0*, Ki,Kp € R}
A<O0 deux racine complexe distinctes r| = % etrp=11 = % {x = (Kjcos(Bx) + Kpsin(x))e™, Ki,K; € R} en écrivant r; = a +if

Solutions particuliere de I’équation (E) dans certains cas particuliers

Si f est du type alors il existe une solution particuliére du type

Q polynéme degré n

f(x) = P(x), P polynéme de degré n yy((x);):x%(zcx)) si CSi:CO;be 40
y(x) = 22Q(x) sib=c=0

y(x) = Aé®™  si k n’est pas solution de I’équation caractéristique

fx) =€ keR y(x) = Axé™  si k est solution simple (cas rq # 12 et k =11 ou r3)
y(x) = Ax?et si k est solution double (cas ou r; =1, =1 =k)
f(x) = écos(wx) ou f(x) = ¥sin(wx) y(x) = €¥(Acos(wx) + Bsin(wx))  si k + iw n’est pas solution de I’équation caractéristique

ouf(x) = kiesin(wx) + kaexcos(wx) y(x) = xé*(Acos(wx) + Bsin(wx)) si k + iw est solution de I'équation caractéristique

f(x) =kx cas précédent cas correspondant

f(x) = somme des cas précédents somme correspondante

Détermination de la forme générale de ’ensemble des solution

L’ensemble des solution de ’équation (E) sont I’ensemble des fonctions y telles que
y(X) = yu(x) + yp(x) ol yy est la solution générale de I’équation homogene (H)

et y, est une solution particuliére de I’équation (E)



