T MC TD n° 2 : Calcul intégral - Correction Avril 2021

Ex 1: Encadrer une intégrale de GAUSS

Soit la fonction f définie par f(x)=e

On sait que la fonction exponentielle est croissante sur [0,1] ainsi :
x€[0;1] donc 0<x’<1 donc e’<e”<e' donc 1<f(x)<e

on intégre alors ces 3 fonctions sur l'intervalle [0;1]
1 1

f 1.dx<f f(x).dx<f e.dx donc [x];<I<[ex]; donc 1<I<e
0 0 0
rque_: la valeur approchée est : /=~1,463

Ex 2 : Encadrer une intégrale de RIEMANN
Soit la fonction f définie par f(x)=v1+x

Il est clair que f est croissante sur [0;8] ainsi :
x€[0;8] donc 1<x+1<9 donc 1<Vx+1<3

on intégre alors ces 3 fonctions sur l'intervalle [0; 8]
8

fl.dx<ff(x).dx<f 3.dx donc [x]i<I<[3x], donc 8<I<24
0 0 0

rque : la valeur approchée est :  1=17,33

Ex 3 : Encadrer une intégrale de WALLIS

Soit la fonction f définie par f(x \/ 9+x°

ona f'( donc f'(x)=0 sur [0;4]

2V9+x V9+x

donc f estcroissante sur [0;4] ainsi:
x€[0;4] donc 9<x’+9<25 donc 3<Vx’+9<5

on intégre alors ces 3 fonctions sur l'intervalle [0;4]
4 4

fl.dxéff(x).def 5.dx donc [x]i<I<[5x]; donc 4<I<20
0 0 0

rque : la valeur approchée est :  1~=14,94

Ex 4 : Valeur moyenne & estimation graphique

On a représenté ci-dessous la fonction [ définie sur [0;4] par

f(x)=0,5x’-4x*+8x+1 donc F(x)=

4
x4y

8

la valeur moyenne de f sur [0;4] estenviron u=~4

ff

on

a.

lx_
48

4x° ¥
3 0

Ex 5 : Equations horaires du mouvement

Un mobile M (t)
( t ensecondeet v(t) en m.s '

S 44X ex
3

“= +4x’+x] =1

se déplace a la vitesse v (t)=3t"+4t+1

position x(t) dumobile M(t

) ; sa position initiale est

=] (0

donc x(¢)=£'+27+t+x, etsa posmon 1n1tlale est M(O;Z)

d'ou on déduit :

x(t)=F+2 5 +1+2

la trajectoire parcourue du mobile M est donnée ci-dessous :

M(0;2)

vitesse instantanée sur le trajet aux instants t=1min et

on

a.

v(1)=8m.s”'

et

v(2)=21m.s™"

vitesse moyenne sur le trajet entre les instants t=0s et

_x(2)-x(1)

v

moy

_20—-6

2-1

T 2-1

=14 m.s

-1

t=2min

t=2min



Ex 6 : ligne électrique — vers le cosinus hyperbolique
La hauteur d’une ligne électrique entre deux poteaux longue de 100 m est
modélisée, par la fonction h définie sur [—50,50] par:

h (X ): 10 (eo,ozx+e—o,02x)
30
Poteau 90

Ligne électrique Poteau

10

ona h'(x)=10(0,02¢""*~0,02¢ "**)=0,2(e""** - ")
h'(x)=0 donne e"”*'=¢*”* donc 0,02x=—0,02x donc x=0

0,02x

h'(x)>0 donne e*”*>e*”* donc 0,02x>—0,02x donc x>0

on en déduit le tableau de variations de # sur [—50,50]

X -50 0 50
signede &' - 0 +

31
) N o

Une primitive de # sur [—50,50] est:

eo,ozx efo,ozx
H(X):l()( + ):500(60,02):_6—0,02)5)
0,02 -0,02

la hauteur moyenne de la ligne €lectrique est :

50
L f h(x).de=[5(e"* —e "), =23,5

1007 S,

la hauteur moyenne de la ligne électrique est donc de 23,50 m

rque : cette hauteur moyenne est utile afin de calculer 1'effet joule global perdu sur

des lignes de basses tensions

Ex 7 : Décomposition en éléments simples
1

Soit f lafonction définie sur [0;5] par f(x)=—5——
X +3x+2

ona x’+3x+2=(x+1)(x+2) or x+1>0 sur [0;5] et x+2>0 sur

[0;5] donconen déduitque f(x)>0 sur [0,5]

deplus (x+1)(x+2)#0 sur [0,5] donc f ne posséde aucune « valeur

interdite » sur [0;5] donc f estcontinue sur [0, 5]

a b N .
=+
onpose f(x) 1 sz O cherche alors a déterminer a et b
Méthode 1 f(x):a(x+2)+b(x+l) :(a+b2)x+(2a+b)
(x+1)(x+2) 43 x+2
par identification avec f(x)= > on obtient le systéme
X +3x+2
a+b=0 b=—a a=1 _ 1 1
[2a+b:1 done [2a+b:1 done [b:—l done [ (x)=23 7513
a b 1 a b
Meéthode 2 - o = +
éthode f(x) +1 %2 donc Tr3ney x+1 x#2
donc 1 =a+b<x+1) avec x=—1 onobtient a=1
X+2 xX+2
aussi L=M+b avec x=—2 onobtient b=-—1
x+1 x+1
. 1 1
d déduit =
onc on en déduit que f(x) T E—

on en déduit une une primitive F de f

F(x)=In|x+1|—In|x+2|=In|X*]

x+2

5
valeur de ’intégrale f f(x)dx:[F(x)]g:ln(g)—ln(%):ln(1—72)20,54
0



