Primitives et ‘Equations différentielles

Correction 1

a.

La fonction f a pour primitive la fonction F dont
I’expression est donnée par:
F@)=—-23+22 -2

Car la fonction F' admet pour dérivée:
Fl(z) = =323+ 22% — 1 = f(2)
Considérons la fonction G définie par:
1
G(z) = 5306 +x—2
Cette fonction admet pour dérivée une fonction dont
I’expression est :

1
G'(z) = §x6'x5+1—0:3-x5+1:g(x)

La fonction h admet pour primitive la fonction H dont
I’expression est :

1
H(e) = 3-(3+2)"
Car la fonction H admet pour dérivée la fonction dont
I’expression est :

H'(@) = 3x3(3+2)" = (3+2)" = h(a)

Considérons la fonction J définie par:
1
J(x) = —2(2 - x)4
qui admet pour dérivée la fonction dont l'expression est :
1
() = = xd(=1)-(2 - 2)’ = (2—2)3 = j(z)
On en déduit que la fonction J est une primitive de la
fonction j.
La fonction k admet pour primitive la fonction K définie
par:
1 4
K(z) = %(Sx—l—él)
Car la fonction K admet une dérivée dont ’expression
est:

1
K'(x) = 55 x4x5 (50 +4)" = (52 +4)° = k(x)
Considérons la fonction L définie par:

1 4 5
L(z) = %'(m +1)
dont la dérivée a pour expression :

L'(x) = %o5~(4~x3)-(1’4 + 1)4 =2 (a* + 1)4 = l(z)

Ainsi, la fonction L est une primitive de la fonction £.

Correction 2

a.

Considérons la fonction u définie par:
wz)=23-5 ; u'(x) =322

A Taide de manipulation algébrique, la fonction f admet
pour expression :

1
f(&) = 2@~ 5)° = 2 (o) [u(a)]
1 5
=13 x6-u/ () [u(z)]
Ainsi, la primitive F' de la fonction f admet pour ex-
pression :

5

F(z) = 1—18>< [u(m)]ﬁ = %x(mg’ - 5)6

Considérons la fonction u définie par:
wr)=22+1 ; u(z)=2x

A l’aide de manipulation algébrique, la fonction g admet

pour expression :
x B 2.z /()
2+l 2VE2 41 Ju(e)
Ainsi, la primitive G de la fonction g admet pour ex-
pression :

G(z) = yJu(z) =22 +1

Considérons la fonction u définie par:
w(x) =322 +2r -5 ; u(z)=6x+2

g(z) =

A l'aide de manipulation algébrique, la fonction h admet

pour expression:
h(z) = 6z 4 2 6z + 2

(322 + 2z — 5)2 = (=1)x [_ (322 4+ 2z — 5)?

u'(z)
=(-1)x|— 5
|

Ainsi, la primitive H de la fonction A admet pour ex-
pression :

1 1
Hz) = (_1)Xu(x) 32 +2x—5

Considérons la fonction u définie par:
u(x) =322 +2x -5 ; u(v)=6x+2

A l’aide de manipulation algébrique, la fonction j admet
pour expression :
_ 6x + 2 u'(x)
j@) = 5= =
322 +2x -5  u(x)
Ainsi, la primitive J de la fonction j admet pour expres-

sion:

J(z) =In [u(z)] =1In (322 + 2z — 5)

Correction 3

1.

On a les manipulations algébriques suivantes:
a b c

x * z+1 * z—1
:a(a:—l)(x+1)+ bxx-(x—1) exx-(x+1)
z(z—1)(z+1) (z+1)z-(z—1) (z—1)z-(z+1)
_ a(z? —1) n b(2?2 —x) (2% + 1)
x(x?2—-1)  z(2?-1) =x(z2-1)

ax? —a+ba?—bx+ca’+cx
x(z? —1)
_(a+b+c)r*+(c—b)z—a
B z(z? —1)
Par identification, avec l’expression de la fonction g, on
obtient le systéme d’équations suivant :

a+b+c=0
c—b=0
—a =1
On en déduit les valeurs suivailtes:
= —1 M b = — : = —
a ; 5 7 =3
Ainsi, la fonction f admet pour expression:
1 1
-1 2 2
9(z) = z x4l z-—1
1 n 1 L 1
oz 2(z+1) 2(z-—1)

La fonction g admet aussi ’expression suivante:
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(x) = 1><1+1>< 1 +1>< !
9\&) = 2 syl T2 a1

Ainsi, la fonction g admet pour primitive la fonction G
définie par:

G(z) = —In(z) + %-ln (z41) + %-ln (z—1)

Correction 4

a. Les fonctions solutions de léquation différentielles:
Y =3y
sont de la forme:
f(z) = C-e™3* ot C R est une constante.

b. L’équation différentielle proposée s’écrit :
/
Yy —y=0

/

Ainsi, les solutions de cette équation différentielle ont
pour expression :
f(z) =C-¢® ou CeR est une constante.

c. Ona:
5y — 2y =10
5y' =2y
, 2
Yy Zg'll

Cette équation a pour solution ’ensemble des fonctions
qui s’écrivent sous la forme:

2
f(z) =C-e5" ou CeR est une constante.

d. Pour pouvoir utiliser le cours, il faut transformer
I’écriture de cette équation différentielle:

y=-3y
1 /
_g.y_y
o1
y'=-3

Ainsi, les solutions de cette équation admettent tous
pour écriture:

1
f(x) =C-e737" ou C est une constante.

Correction 5

a. La relation différentielle proposée s’écrit également :
Yy =3y
L’ensemble des solutions ont pour écriture:
f(z)=C-e* ouCeR.

La condition initiale f(0) =2 va nous servir a déterminer
la valeur de C':

f(0)=2
C-e*0 =2
Cc=2
Ainsi, I’équation différentielle { y' -3y = a pour so-
’ f(0) =2
lution :
fz) = 2-e%
b. On a:
2y +3y=0
2y = -3y
, 3
Yy = —59

Ainsi, toutes les solutions de cette équation admettent
I’écriture:

F(z) = Com 27

Cherchons la valeur de C' afin que la condition initiale

soit vérifiée:

f(0)=-1
3
Ce20=-1
Ce=-1
C=-1
3
Ainsi, la fonction f définie par f(z)=—e 2" est solu-
tion de léquation différentielle:
{ 2y +3y =0
f(0) = -1
c. L’équation différentielle devient :
3y —2y=0
3y’ =2y
2
[
Yy = 3y
Ainsi, la solution de léquation différentielle:
{ 3y =2y =0
3
°) =9
(3)

2
a pour expression: f(r)=C-e3" ouCeR

Pour vérifier la condition initiale, la fonction f doit véri-

fier: 3
£(3) =2
2.3

Ce3%2 =2
Cel =2
C=2e1

Ainsi, la fonction f a pour expression :

2
flz) =2e1e3™ =231

d. La relation différentielle recherchée s’écrit également :

y—3y =0
-3y =-y
1

/—7.
y=3v

Ainsi, les solutions de cette équation différentielle ont
pour expression :

1
f(x)=C-e3" ouCeR

Pour vérifier la condition initiale, la valeur de C' doit

vérifier :
f(6) =¢?
C’~e%'6 =e3
C-e2=¢3
C =ede?
C — 63+(_2)
C=¢l

Ainsi, la fonction f admet pour écriture:
1
flx) =ele3 ™ = e3 Tl
Correction 6

a. La fonction f recherchée doit vérifier ’équation différen-
tielle suivante:

4y —y =4
4o/ =y+4
1
y=qy+l

Ainsi, la fonction f admet pour expression :
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La condition initiale va nous permettre de déterminer
I’expression de la fonction f:

fl)=e
1
Cetl—4=c¢
1
Cedtd=ec+4

C= efi (e+4)
On obtient ainsi Pexpression compléte de la fonction f:
f(z) :e7i~(e+4) ced’ —4=(e+4) es = —4
L’équation différentielle recherchée est :
15y + 24y = 12
159" = —24-y + 12

, 24 12
TR

, 8 4
Yy :—g'y‘f‘g

Ainsi, la fonction f admet une expression de la forme:

e 5 _&;
——2—=(Ce 5"+ ou CeR

N |

-

8.5 1
Ce 574 4+ - =2
2
1
Ce?2=2—-
¢ 2
3
Ce2="2
¢T3
3
0_5'62

L’expression de la fonction f, solution de ’équation dif-

férentielle, est:
3, 8, 1 3 _8., 1
= —.e“. 5 —_ = —. 5 —
f(z) e e + 55 ¢ + 5
L’équation différentielle recherché peut également
s’écrire :

3,1
Z. Zy=—1
5 Y Ty
3, 1
2y =—Zy—1
7Y 1Y
, 2 1 2
v=(-3)(-3) - (3)
/—1 + =
Y=6Y73

Ainsi, la fonction f solution de cette équation admet
pour expression :

1 1
f(z) =C-e6” — =Ce6"—4 ouCeR

o:\»—t‘w\w

Cherchons la valeur de C' afin que la condition initiale
soit vérifiée:

f(3)=6+2e
L
Ce6”—4=6+2¢
1
Ce2 —4=6+2e
1
Ce2 =10+ 2-¢
C = (10+2e)~ef§

L’expression de f est:
1 1 1 1
f(z) = (10 +2¢)-e 2-e6" —4 = (10 +2¢)-e6" 2 — 4

Correction 7

Partie A - Résolution d’une équation différentielle

1.

4.

La fonction u est définie comme le produit des fonctions
v et w définies par:
viz)=z ; w(x)=e
qui admettent pour dérivée:
V() =1 ; w'(x)=2-e*
Ainsi, la fonction v admet pour dérivée:
u'(z) = v'(x)w(z) + v(z)w (x)

=1e% 4 x~(2~ezm) =e2% 4 2p.e%®

2z

Montrons que la fonction u vérifie la relation (E) ; pour
tout x € R, on a:

v (z) — 2u(r) = e** + 226" 2z

—2re¥ =e
La fonction u vérifie 'équation (E)

L’équation différentielle (Ey) peut également s’écrire :
/ _
y —2y=0
y' =2y
Les solutions de cette équation différentielle sont de la
forme:

flw) = O
Démontrons cette équivalence:

® — Supposons v est solution de (E):

Montrons que la fonction (v—u) vérifie ’équation
(Eo):
(v—u)(z )

=e?? — 2T =
On vient de montrer que la fonction (v—u) est solution
de (Eo)

® < Supposons que (v—u) est solution de (Ep):
Puisque (v — u) est solution de (Fjp), on a pour tout

z e R:
(v —u)'(z) = 2:-(v—u)(z) =0
v'(z) = u'(z) = 2-v(z) — 2-u(z) = 0
v'(z) = 2v(z) = d(z) — 2-u(z)

u est solution de I’équation différentielle (E)

v'(z) — 2-v(z) = e?®
La fonction v est solution de ’équation (E).

Soit v une solution de I’équation (E); d’aprés la ques-
tion précédente, on a (v—u) qui est solution de (Ep).
Ainsi, il existe un unique C' €R tel que:
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(v —u)(x) =C-e*
On en déduit :

v(z) — u(z) = C-e**
v(z) = C-e®® + u(x)
v(z) = C-e®® + x-e**
v(z) = (z + C)-€?
5. La fonction recherchée vérifie la condition initiale suiv-
ante:
f(0)=1
Déterminons la valeur de C':
(04+C)e" =1
c=1

Ainsi, la fonction recherchée admet pour expression :
flz) = (z+1)e*

Partie B - Etude d’une fonction

1. ® On a les deux limites suivantes:
lim z4+1=+0c0 ; lim e* =400
T——40o0 TH——+00

Par produit des limites, on obtient :
lim f(z)=+oc0

x——+00

® On a la transformation suivante:
f(z) = (m + 1)-e2”’ = 127 4 2%

= %'(2%'6293) + 2

On a les deux limites suivantes:

lim 2ze** =0 ; lim e*®* =0
Tr——00 T —00
Ainsi, on obtient la limite suivante:  lim f(z) =
T——00

2. La fonction f est définie par le produit des fonctions u
et v définies par:
wr)=z+1 ; v(xr)=e*
qui admettent pour dérivée:
wx)=1 ; o'(x)=2e*
Par dérivée d’un produit, on obtient I’expression de la
fonction f:

f'(x) =/ (z)v(@) + u(z)-v'(z)
= 1-e** + (z + 1)-2:*® = (22 + 3)e*®

La fonction exponentielle étant strictement positive, on
en déduit que le signe de f’ ne dépend que du facteur

(22 + 3) ; ainsi, on a le tableau de signes suivant :
3
T —00 3 +00

f'(x) - +

3
L’image de —= par la fonction f a pour valeur:
3 3 2.(,&) 1
_— — —_ . 2 = ——.
f( 2) ( 3" 1) ¢ 2

Ainsi la fonction f admet le tableau de variations suiv-
ant :

[NJ[eH

+00

0 400
Variation

déf\/

L’expression de la fonction f est donnée par le produit :
f(@) = (z+1)e*”
La fonction exponentielle étant strictement positive, elle

admet le tableau de signes suivant :

T —00 -0 400

f(z) - +

Partie C - Résolution d’une équation

1. On a les deux valeurs approchées suivantes:
F02)~ 1,79 ; £(03) ~ 2,37

De plus:
® La fonction f est continue sur [0,2 ; 0,3}
® La fonction f est strictement croissante sur [0,2 ; 0,3}

® le nombre 2 est compris entre les images aux bornes
de l'intervalle [0,2 ; 0,3]

D’aprés le corollaire du théoréme des valeurs intermé-
diaires, on déduit qu’il existe une unique valeur xg€
[0,2;0,3] tel que:

flzo) =2

2. Voici le tableau complété :

z | 005 | 01 | 015 | 02 | 025 | 03
Ffz)| 1,16 | 1,34 | 1,55 | 1,79 | 2,06 | 2,37

Correction 8

1. La dérivée de la fonction fy admet pour expression:
fo(@) = a-(—sinz) + b-cosx

=b-cosx —a-sinx
Ainsi, pour que fy soit solution de I’équation (E), on
doit, avoir I'égalité suivante:
fo(x) =2-fo(x) + cosx
fo@) = 2-fo(x) —cosz =0
b-cosx—a-sinx—2~(a-cosx—i—b-sinac) —cosz =0
b-cosx—a-sinr—2-a-cosx—2-b-sint—cosz = 0
[b —2-a— 1] cosz + [a + 2-b}~sinx =0
Cette égalité doit étre vraie pour tout nombre réel z:
® Pour =0, cette égalité de vient:
[b— 2-a — 1]-0050 + [a—i— 2-b]-sin0 =0
[b—2a—1]-1+[a+2b]-0=0
b—2a—-1=0

T
® Pour x:§, on a:

[b—2a—1]cos 7+ [a+2b]-sin 7 =0
b—2a—-1]-0+[a+2b]1=0
a+2b=0
Ainsi, les réels a et b doivent vérifier le systéme suivant :
—2a+ b—-1=0 {72~a+ b—1=0
{ a+2b=0 - 2.0 + 4b = 0
Par addition des deux lignes du dernier systéme
d’équations, on obtient :

(—2-a—|—b—1) + (2-a+4-b) =0
5b—1=0

5b=1

po L

5

De la seconde ligne, on obtient la valeur de a:
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a+2b=0 La fonction k recherchée est:

1 = __.e T2z _ 2. Z.g
a+2==0 k(x) gee 5 cosa?+5 sin
5
2 ——l-eQ'w_”—g-cosa:—&-l-sinm
atz=0 "5 5 5
_ 2
T

Ainsi, la fonction fy recherchée a pour écriture:
2 .
Tr)=——-cosx + —-slnx

folw) = —Z-cosa+ 2
L’équation 3’ = 2.y admet pour solution toutes les fonc-
tions dont ’expression est :

g(z) = C-e** ou CeR.
Montrons les deux implications demandées:

® —: supposons que f une solution de (E):
fo est également solution de ’équation (E), on a les

égalités:
> f'(z) =2-f(z) + cosz
f'(x) — 2-f(x) = cosz
2 fi(x) = 2-fo(x) + cosx

fo(x) = 2-fo(x) = cosx
Etudions 1’/expression suivante :
(f = fo) () =2-(f = fo)
= f'(x) = folz) = 2-f(x) + 2 fo(x)
— [f(@) - 25@)] — [f5(@) — 2folw)]
=cosx —cosx =0
On en déduit que la différence f— fy de fonctions véri-
fie l’égalité/:
(f = fo) =2-(f - fo)
Ainsi, f—fo est solution de (E).
® < supposouns que f—fqy est solution de (Ep):

Ce qui signifie qu’on a légalité:
(f = fo) =2:(f - fo)
f'(@) = folz) = 2-f(x) — 2-fo(x)
f(@) = 2-fo(z) — cosw = 2-f(x) — 2 fo(x)
f'(x) —cosx =2-f(x)
f'(x) =2-f(z) + cosz

Ainsi, la fonction f est une solution de (F).

Soit f une solution de I’équation (F), on a vu précédem-
ment que f—fo est solution de (Fp), ce qui entraine
Pexistence d’un réel C' vérifiant :

(f = fo) (@) = C-e**
f@) = folx) = Ce?®
fz) = C-e** + fo(x)

f(z)

1 1
C.e** — 5 cosz + Zsinx

Ainsi, la solution k recherchée doit vérifier ’égalité :

{(5)-0

9. I ™ 1 . 7
et — Z. 4. — =
C-e 50052+551n2 0
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