Preparation DS - Tale Spé maths

Correction 1

1.

Considérons la propriété P,, définie pour tout entier na-
turel non-nul n par la relation:

Pt “uy > /2

Montrons, & 'aide d’un raisonnement par récurrence,
que la propriété P,, est vraie pour tout entier naturel n
non-nul.

® Initialisation:

On a:

_1( +2>—1(1+2>—1(1+x2)
e\ ) T2 \e T T) T2 \e T
2
1 /1 19 9
P — xZ ="
2(2+4) 279 4/\/5

La propriété P; est vraie.

® Heérédité:
Supposons la propriété P, est réalisée pour un entier
naturel non-nul n quelconque. C’est a dire qu’on a
I’hypothése par récurrence:
De la comparaison :

uy = /2

La fonction f est croissante sur [y/2; +o0o[
Flun) = F(V2)
Unt1 = f(V/2)
Unt1 > V2

On vient de montrer que la propriété P, 41 est vraie.
® Conclusion:

La propriété P, est initialisée au rang 1 et elle vérifie

la relation d’hérédité. A ’aide d’un raisonnement par

récurrence, on vient d’établir que la propriété P, est

vraie pour tout entier naturel non-nul.

On a les transformations algébriques:

1 2 1 2
f@) —w=g(a+3) —o=g (et -2)
_1 (2 ) - 2-2° _ (V2+2)(v2-1)

2 2z 2
On obtient le tableau de signes de cette différence sur

]O;Jroo[:

X

x —00 ,\/5 0 \/5 ~+00
2 —a? - + + -
flz) —= + -

Ainsi, on vient d’établir que sur l'intervalle [\/§;+oo[:
fl@)—x2<0

flz) <z

La question 1. a permis montrer que tout entier na-
turel n non-nul, le terme u,, appartiennent a U'intervalle

[ﬁ ;00 [
Ainsi, d’apreés la question 2., pour tout entier naturel n
non nul, on a la comparaison :

fun) < up
Par définition de la suite (un), on a:
Un+1 S Un
On vient d’établir que la suite (un) est décroissante a

partir du rang 1.

4. D’aprés la question 1., la suite (un) est minorée par

V2.

D’aprés la question précédente, la suite (un) est décrois-
sant & partir du rang 1.

D’aprés le théoréme de convergence des suites mono-
tones, on en déduit que la suite (un) est convergente.

Correction 2

1. Soit z un nombre réel appartenant a U'intervalle [0 ; a].
On a ’encadrement :
0 z <«

La fonction f est strictement croissante :
f(0) < fz) < fla)

flz) < a

f(x)
flz) < a

On vient de montrer:

/
N

NN

1
0<1 a
0

INCININ

ze[0;a] = f(z)€[0;ql.
2. Considérons la propriété P,, définie pour tout entier na-
turel n par la relation:
Pn: “Ogungun+1 <Oé”

Montrons, a l'aide d’un raisonnement par récurrence,
que la propriété P,, est vraie pour tout entier naturel n.

® Initialisation:

5 5
On a:

-6 — > =6 —6-5=1
b w + 1 0+1

On a la comparaison suivante:

5+1/29
2

0<0< 1L
O0<u <u <a
La propriété Py est vraie.

® Heérédité:
Supposons la propriété P, vraie pour un entier na-
turel n quelconque. C’est & dire qu’on a ’hypothése

de récurrence:

0< up < Upy1 <«

Par croissance de la fonction f:

F(0) < fup) < flunt1) < fla)
1< Uups1 € Upp2 <o

0<1< upp1 € Upp2 <«
0< Upt1 € Upy2 <«

On vient de montrer que la propriété P,1 est vraie.

® Conclusion:
La propriété P,, est initialisée au rang 0 et elle vérifie
la propriété d’hérédité. A D’aide d’un raisonnement
par récurrence, on vient de montrer que la propriété
‘P, est vraie pour tout entier naturel n.

3. De la comparaison obtenue & la question 2. pour tout
entier naturel n, on en déduit que la suite (un) est crois-
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sante sur N. lim Inz =400 ; lim 2-lnzxz—1=+0c0

De bl I ., T—+00 r—=400
e plus, elle est majorée par a. On en déduit la limite du produit :

D’aprés les théorémes de convergence des suites mono- wga{loo In x-(2~lnx - 1) = +00
tones, on en déduit que la suite (un) est convergente. La fonction f admet la limite:  lim f(z) = +oo
T —+00

Correction 3 b.) Notons u la fonction définie par:

1. (a.) Résolvons l’équ:aution:2 wz)=Inz ; u(z)= 1
—3-Iz+2(lnz)" =0 La fonction f admet pour expression :
Effectuons le changement de variable X=Inx flz) = -3 —u(x)+2 [u(z)]2
—3-X4+2X2=0 La dérivée f' admet pour expression:
/ _ I !
Le polynéome du membre de gauche admet pour dis- 1 4nz 4hnzr-1

1 1
criminant : =0—;+2x2-;-lnx:—;+

A=0b%—4ac=(-1)2—-4x2x(3) =1+24=25
On a la simplification suivante: \/K =+25=5

xT x

c.) Sur ]0;+oo[, le dénominateur de la fonction [’ est
strictement positif; ainsi, le signe de f’ ne dépend que

Le discriminant étant strictement positif, on a les deux de son numérateur. Résolvons I’équation suivante:
racines suivantes: 4Inx—1>0
e Th-VA | . _-b+VA X
te 2-a 2T 2-a Inz > 1
_ —(=1) -5 _ —(=1)+5 La fonction exponentielle est strictement croissante
2x2 2x2 sur R
—4 6 1
T ~1 e > ed
1
=-1 _3 x> el
2 On en déduit que:

Ainsi, les valeurs de z solutions de I’équation f(x)=0

. L. ® la fonction f est strictement croissante sur
doivent vérifier: 1

Inz; = X, Inzs = Xo I'intervalle [el §+OO|:;
Inz; = -1 Inzy = § ® la fonction f est strictement décroissante sur
= 1
elmm = ™! 23 lintervalle ]O ; ei}.
T = efl elnxg —e2 1
3 L’image de e4 par la fonction f a pour valeur:
"= e i In(ei) +2-(lnei)’
= —9 — . 4
Cette équation admet pour ensemble de solution: f (e ) 3—In (e ) + ( ne )
3
S:{e_l'e§} 1 (1)2 1 1
1 =-3—-—-+4+2(-) =-3—-+2x—
4 + 4 4 + 16
b.) Pour étudier le signe de f(z), on utilise encore le 1 1 —24—-2+41 25
changement de variable X =1Inz ; de plus, le coefficient =-3- 1 + e 3 Y
du second degré de ce polyndme est strictement posi- On a le tableau de variations suivant :
tif et ’étude faite & la question (a.) permet d’obtenir 1
. . T 0 e1 +00
le tableau de signes suivant :
3
X —00 -1 5 +00 +00 100
Variation
2.X2-X-3 + — + de f
Ce polynome est strictement positif pour les valeurs —%
de X appartenant a I’ensemble:
]700 . 71[ U } 3. +oo{ 3. Pour déterminer I’équation réduite de la tangente T,
' 2’ ) ) o déterminons les deux valeurs suivantes:
Par le changement de variable posé, on en déduit que 5
la fonction f est strictement positif sur I’ensemble: ® L’image de e4 par la fonction f a pour valeur :
3 5 5 5
et i ()=o) 2 (o)
2
2. (a.) ® On a les deux limites suivantes: =-3— g + 2(%) = _3— Z + QX%
. . 2
Jim, —lnz=oo 5 lim 2(Inz)” = +oo 525 —24-10+25 9
On en déduit la limite suivante: =-3- 4 + FE 3 -3
lim f(z) =400 5
=0t ® La fonction f admet pour nombre dérivée en e4 :
® On a la transformation algébr;que suivante: ; 4. In (eg) 1 . . ;
f(gg):—3—lnx+2-(lnx) f’(e1> = 5 = (4><1—1)-e_1 =4.e 4
=-3+Inz(2Inz —1) et
On a les deux limites suivantes: Ainsi, la tangente (.7') admet équation:
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8
5 5 5 9
y=4-e 4~x74e_4-e47§
5 5,5 9
y:4e4x—4@w+4—§
9
=4e 4.y —4 — —
Y e 4.x 3
5 41
—fdoo dop — ——
Y e 4.x 3

4. (a.) La dérivée de la fonction ¢ a pour expression :
5 4.Inx—1 5
P(a) = fl(a) —ded = — 22 _4od
x
Ainsi, la fonction ¢’ admet pour expression :
¢'(x) = ur) _ get
v(z)
ou les fonctions u et v sont définies par:
uz)=4lnx—-1 ; v(z)==2x
qui admettent pour dérivées:
1 4
u(zr)=4x-—-0=—- ; J(x)=1
(1) =4x~0=" ; V()
La formule de dérivation d’un quotient permet
d’obtenir I'expression de la fonction ¢ :
o/()0(z) ~ u(e)v' ()
-~ _
[v(2)]

4
cr- @z -1l 4 g1 5-4ma
- 2 - 2

¢ (x) =

x? x x
b.) Le quotient a un dénominateur strictement positif;
ainsi, le signe de ¢”(x) ne dépend que du signe du

numérateur :

5

5—4-Inz >0 lnx<1
—4-Inx > -5 5
—5 eln:c<ez

h’ll'<j4 5

r <e4

On en déduit que:

. . 5
® ' est strictement croissante sur ]O ; 1 [;

5
® ' est strictement décroissante sur ] —;+0o0 [

4
5
Ainsi, la fonction ¢’ admet un maximum en 1 et ce
maximum a pour valeur:
5 5
; 4~1n(e4)—1 s dxg—1 .
R _5 _5
90 (64) :7§—4~e 4 :75—4.6 4
e4d e4d
4 _35 _5 _5
——5—46 4 =4e 4 —4e 4=0
e4

Le maximun de la fonction ¢’ étant nul, on en déduit
que la fonction ¢’ est négarive sur |0;+oo [:
¢'(x)<0 pour tout z€[0;+00

¢.) On a l'image suivante:

() = [l - stk 2

S R NTICERE NN

_ —24-10+25+9 _0
8
La question (b.) permet d’affirmer que la fonction ¢
est décroissante sur ]0 ; —I—oo[. On obtient le tableau

de signes suivant :

ot
+
8

T 0 e

o(x) + -

On en déduit que:

® la courbe ¥ se situe au dessus de la tangente . sur
I’intervalle ]O ; 0% [;
® la courbe ¥ se situe en dessous de la tangente 7
sur l'intervalle }e% ;oo [
5. Voici le tracé de la courbe € et de la tangente 7 :
5 7

w
AN
\\

ANN

NN

|1
.
o
o8

1
[\
——

Correction 4

Partie A:

1. (a.) ® La fonction f est définie par une expression de
la forme:
f(x) =14 u(z)v(z)
ot les fonctions u et v sont définies par:
u(z) =z ; v(z)=In(z+2)
qui admettent pour dérivée:
!/ . !/ —_
W@ =1 V) =
La formule de dérivation d’un produit permet
d’obtenir I'expression de la fonction f”:
F(@) = 0+ ' (@)-v(x) + u(@)v'(2)

=1-ln (x+2) +x~x+2

T
T+ 2

® La fonction f’ est donn?e)sous la forme:
, u(x
f'(z) =In (242) + o)
ou les fonctions u et v sont définies par:
ulx)=z ; v(x)=z+2
qui admettent pour dérivées:
u(x)=1 ; o' (x)=1
La formule de dérivation de la composée par la fonc-
tion logarithme et la formule de dérivation d’un quo-
tient permet d’obtenir l'expression de la fonction

fl/ .

=In (2+2) +
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wiy— L, w@)v(@) — ufe)v'(2)
RN [v(@)]”
1 L(z+2)—a1
=12 (z+2)2
1 z+2—z 1 2
T+2 0 (z+2)° T+2 (p42)°
4242 a+4
(@+2)°  (z+2)°

b. Le quotient du dénominateur définissant f” étant
strictement positif sur 'intervalle }—2 ; —i—oo[7 le signe
de f” ne dépend que de son numérateur.

On obtient le tableau de signes:

T —00 —4 -2 400
z+4 - + +
f"(x) +

On en déduit que la fonction f” est croissante sur
|—2;400]
c.) Déterminons les deux limites demandées:

® On a la transformation algébrique:
2)-1 2
f'(z) =In (z42) + v _ (o2 In(a42) +e

x+2 T+ 2
On a les deux limites suivantes:
lim (z+2)-In(z42)=0 ; lim z=-2
T——2T T —2+

On en déduit la limite du quotient :
+2)-1n (z+2) +
lim f/(z) = lim (2 ) n(x ) x
z>—2+ z—>—2+ T+ 2

® Pour x#0, on a la transformation algébrique:

= —00

€T
! =1 2
=) +
T 1
=In (w+2) + — o\ = In (JU—I—Z) + —
w(1+2) 14 =
T T
On a les deux limites suivantes: 1
lim In (x—i—?) =400 ; lim —x =1
T —+00 THr+00 2
1+ -
T
On en déduit la limite suivante: 1
. , L _
A 1) = B In (a42) + —5 = oo
1+ -
T

a.) ® Sur l'intervalle ]72;+oo[:
On a les deux limites aux bornes de cet intervalle:

li / - _ . li / _
im fi(z) =—co 5 lim f'(z) = +oo
De plus:

> la fonction f’ est continue sur ]—2 ; +oo[

e la fonction [’ est strictement croissante sur
]-2;400]

= le nombre 0 est compris entre les limites aux
bornes de l'intervalle ]—2 ;+oo [

D’aprés le corollaire du théoréme des valeurs inter-
médiaires, on en déduit que équation f(z)=0 ad-
met une unique solution dans I'intervalle ] —2;+400 [

® On a les valeurs approchées suivantes:
f'(=0,6) = —0,092 ; f'(—0,5) ~ 0,072
De plus:
e la fonction f est continue sur ]—0,6 ; —0,5[
e la fonction f est strictement croissante sur ]—

3.

0,6;70,5[

e les images f'(—0,6) et f/(—0,5) sont de signes
contraires

D’aprés le corollaire du théoréme des valeurs inter-

médiaires, on en déduit que le nombre a appartient
a l'intervalle ]—0,6 ; —0,5[.

b.) Ainsi, la fonction f’ admet le tableau de signes suiv-
ant:

T -2 a +00

f'(x) - +

a.) Du tableau de signes de la fonction f/, on en déduit
le tableau de variations de la fonction f:

® La fonction f est strictement décroissante sur
I'intervalle ] -2« [ ;

® La fonction [ est strictement croissante sur

I'intervalle ]a ;+oo [
b.) Etudions les deux limites demandées:
® De la limite: lim In(2+2) = —oc0
T——2+
On en déduit la limite:
lim f(z) = lim 1+ In(2+2) = +o0
T——2t T —2t

® On a les deux limites suivantes:
lim z=+00 ; lim In (a:—|—2) =+00

T——400 T——400
On en déduit la limite du produit :
A @) = Jiam 1+ eln (a42) = +oo
c.) La fonction f admet le tableau de variations suivant
sur I'intervalle } -2 ;—i—oo[

T -2 « 400
+00 +00
Variation \ /
de f
fla)

L’usage de la calculatrice donne les deux valeurs ap-
prochées suivantes:
a=0545 ; f(a)=0,7956

Partie B:

1.

a.) On a la transformation algébrique:
d(z) = f(x) — [f’(l’o)'(l? - JUO) + f(xo)}
= f(z) = f'(x0)-x + f'(z0)-x0 — f(x0)

€RrR
On en déduit I'expression de d’ :

d'(z) = f'(z) = f'(x0)
b.) Soit xg E]—2;+oo[. Effectuons une disjonction de
cas:
® Soit xe]—2;m0[. On a:
r < X

La fonction f’ est croissante sur ]72 ; Jroo[:
f'(x) < f'(xo)
f'(@) = f'(z0) <0
d'(z) <0
On en déduit que la fonction d est décroissante sur
] —25x9 [
® Soit x€]xzg;+oo[. On a:
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xr > Xy

La fonction f’ est croissante sur }—2 ; —|—oo[:

f'(@) > f'(xo)
f(@) = (o) >0

d(z) >0

On en déduit que la fonction d est croissante sur

]xo ; +oo[.

2. L’image de xg par la fonction d a pour valeur:
d(wo) = f(wo) — [f’(l‘o)'(l‘o - xo) + f(xo)]
= f(wo) — [f'(x0)x0 + f(x0)] = fxo) — f(xo) =0

Ainsi, la fonction d admet le tableau de variations suiv-
ant :

x -2 Zo +00

'Variation
de d

0

La fonction d admettant un minimum valant 0, on en
déduit que la fonction d est positive sur ]—2 ; +oo[:
d(xz) =20

f(@) = [f'(xo)-(x — o) + f(z0)] 20
f(@) = f'(x0)-(z — 20) + f(0)

On en déduit que la courbe € se situe toujours au
dessus de sa tangente T, au point d’abscisse .

Correction 5

’ Une video est accessible

1. L’expression de la fonction f est donée par:

_ ul@)
flx) = (@) +04

ou les fonctions u et v s’expriment par:
u(z) =04 ; v(x)=20e"4+1
qui admettent pour dérivée:
u(x)=0 ; o' (x)=-20e""

La formule de dérivation du quotient permet d’obtenir
l’expression de la fonction f’ dérivée de la fonction f:
u(z)v(z) —ulz)v (z
Fla) = (2)-v(x) 2() (z)
[v()]
~0-(20e7" +1) — 0,4-(—20-e7")  Be "
(20— 4 1) (20-e-7 + 1)

2. La fonction g est la dérivée seconde de la fonction f. A
I’aide de la factorisation proposée, on a:
" _. 207" -1
fia)=ge 0T

(10~e*1 + 1)
La fonction exponentielle étant strictement positive, on
en déduit les facteurs 8-e™" et 20-e”"+1 sont stricte-
ment positifs: le signe de la fonction f” ne dépend que
de ’expression 20-e7*—1.

Résolvons I'inéquation :

20e7* -1 20
20-e7% >
e’ > i
~ 2
e™* > 0,05

La fonction logarithme est strictement croissante sur
R% :
+

In (e_f’?) > 1In (0705)
—xz > In (0,05)
r < —In (0,05)

De la valeur approchée —In (0,05) ~2,996, on a le tableau
de signes:

x 0 —1n(0,05) 8
') - -

Pour une fonction dérivable deux fois, une fonction est
convexe lorsque sa dérivée seconde est strictement pos-
itive. On en déduit que la fonction f est convexe sur
I'intervalle [0 ;—In (0,05)] .

Correction 6

1. La probabilité d’avoir un stylo présentant un défaut est
de 0,1. Ainsi, de choisir un stylo au hasard et de regarder
s’il a un défaut ou non est une épreuve de Bernoulli de
parameétre 0,1.

Le fait de prélever 8 stylos successivement et avec remise,
permet de modéliser cette expérience aléatoire par un
schéma de Bernoulli de paramétre 8 et 0,1.

La variable aléatoire X comptant le nombre de stylo
présentant un défaut, elle suit une loi binomiale de
paramétres 8 et 0,1:

X ~B(8;0,1).

2. Voic le calcul des probabilités demandées :
8
a.) P(A) =P(x=0) = <0> x0,19%0,9% = 0,98

~ 0,43046 ~ 0,43

b.) Les événements {X}l} et {X<1} sont deux événe-
ments complémentaires:

P(B) =P(x>1) =1-P(x<1)
=1-P(x=0) ~ 0,57
c.) P(C)=P(x¥=2) = <2> x0,12x0,9% = 15x0,12x0,96
~ 0,1488 ~ 0,15

Correction 7

15 24
1. (a — 455 b. — 2024

54 51
. = 4 g - 1
c <12> 343006 888770 d <51>

2. (a) P(X=5)~021
b, P(X=8) ~ 0,03
c.) P(X=12) =0

3. l(a.) P(X<9)=~0,03
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X>23) =1 - P(X<23)
=1-—P(X<22) ~ 1—0,98 = 0,02

Correction 8

1.

Le fait de tirer une boule noire dans ce jeu est une

épreuve de Bernoulli de paramétre —.

Les 10 parties étant indépendantes et donc assimilables
4 un tirage avec remise, nous pouvons modéliser cette
répétition par un schéma de Bernoulli de paramétre 10

t —.
3

Notons X la variable aléatoire comptant le nombre de
boules noires tirées. La variable X suit une loi binomiale

de paramétres 10 et 3 :
3
X ~B<10; 7).
8

La probabilité de gagner 3 parties sur les dix jouées est
égale a:

P(X=3) = <130> (2)3(2)7 - 120><338L1057 ~ 0,236

On a la probabilité suivante:
P(XzO) ~ 0,009
Ainsi, la probabilité demandée a pour valeur:

P(x>1) =1-P(X=0) ~ 1 -0,009 = 0,991

En utilisant le tableau, on a les probabilités suivantes:
® P(X}G) =1- P(X<6) =1-0,8725=0,1275
o P(X}?) =1- P(X<7) =1-0,9616 = 0,0384
Ainsi, c’est pour N=7 que la probabilité de I’événement
“la personne gagne au moins N parties’ devient in-

féri S — .
erieure a 10

Correction 9

‘ Une video est accessible

1.

La probabilité de choisir un sac défectueux est de 0,03.
Ainsi, le fait de tirer au hasard un sac et de regarder s’il
est défectueux ou non est une épreuve de Bernoulli de
paramétre 0,03.

La production étant suffisamment grande pour supposer
le prélévement de 100 sacs & un tirage avec remise, on
modélise ce prélévement par un schéma de Bernoulli de
parameétre 100 et 0,03.

La variable aléatoire X comptant le nombre de sacs dé-
fectueux sur ce prélévement, elle suit une loi binomiale
de paramétre 100 et 0,03.

X~B(100;0,03)

L’évenement “au moins un sac est défectueux” est car-
actérisée par des valeurs de la variable aléatoire X
supérieure ou égale & 1. Ainsi, la probabilité recherchée
est P(X 21).

Les deux événements {X <1} et {X 21} sont complé-
mentaires. On en déduit:
P(x>1) =1-P(X<1) =1-P(X=0)

0
~ 0,95244 ~ 0,95

100
=1- < > x0,030%0,97100 = 1 — ,97100

Cela signifie que sur un lot de 100 sacs, il y a 95% de
chances d’avoir au moins un sac qui soit défectueux.

Les propriétés des variables aléatoires suivant une loi
binomiale permettent d’obtenir directement l'espérance
de la variable aléatoire X :

E(X) =nxp=100x0,03 =3

Ainsi, par prélévement de 100 sachets, en moyenne on
trouvera 3 sachets défectueux.
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