SOS maths - Tale - TD2

A. ETUDE DE LA FONCTION DERIVEE DE FONC-
TIONS COMPOSEES

Correction 1

1. En notant u la fonction définie par:
wr)=a?—-x—-2 ; ouu(x)=2r-1

D’aprés la formule de dérivation de la puissance n-iéme
d’une fonction, on en déduit I'expression de la fonction
f!, dérivée de la fonction f:

() = éx?ru'(ac)-[u(aﬁ)]2 = %x3-(2x —1)(2? -2 — 2)2

= %(2:6 1) (2? - — 2)2

Un carrée étant toujours positif ou nul, déterminons les

valeurs pour lesquelles s’annulent ce polyndéme du sec-

ond degré. Il admet pour discriminant :
A=0b—4ac=(-1)2—4x1x(-2)=1+8=9

On a la simplification : \/Z = \/§ =3

Le discriminant étant strictement positif, ce polynéme
admet les deux racines suivantes:

—b—+/A b+ /A
r = —— X9 — —————
2-a 2-a
_ —(=1)-3 _—(=1)+3
- 2x1 - 2x1
1-3 143
T2 T2
=2 4
T2 T2
=-1 =2
Ainsi, on obtient le tableau de signes suivant :
x —00 -1 5 2 400
§-(2313— 1) — — + +
8
2?2 —x—2 + +
f'(x) - -

Pour £#0, on a les transformations algébriques:
1 1 1 24]
f@) =g —e-2" = [ (1-1 - 2]

1 1 233
=2t (1-— - 5)

A
On a les deux limites suivantes:
. 1 4 . 1 2\3
lim —-2°=400 ; lim (1—7——> =1
T——00 & T —00 T 2
On en déduit la limite suivante:  lim f(x) = 400
T —00

De méme, on montre que: lim f(z) = 400
T—>+00

Ainsi, la fonction f admet le tableau de variations suiv-

ant :
T -00 -1 % 2 +00
—+00 “+00
Variation \ 0 0 /
de f \ /
—1,4

2. On a les deux valeurs:

1 1

® f(l):é-( 2—x—2)3:§x(—2)3:gx(—S):—l
. f’(l):g-(2x1—1)~(12—1—2)2:%xlx(—2)2
3 3
:§><4:§

Ainsi, la tangente & la courbe & au point d’abscisse 1
admet pour équation réduite:

y=f1)(z-1)+ Q1)

y:§~(x—1)—1

2
3 3
=Zx-2_1
Y=9" 7
3 5
— Sy
V=977
Correction 2
1. La fonction f est définie si I'expression située sous le
radical a des valeurs positives ou nulles.
Déterminons le signe du polynéme du second degré situé
sous le radical. Il a pour discriminant :
A=0b—4ac=12—-4x2x1=1-8= -7
Le discriminant étant strictement négatif, on en déduit
que ce polynome a pour signe sur R le signe de son
coefficient du second degré: ce polynome est touours
strictement positif.
On en déduit: Dy=R.
2. La fonction f est définie par la racine carrée de la fonc-
tion u ou:
wr)=222+z+1 ; u(r)=4x+1
La formule de dérivation de la composée d’une fonction
par la racine carré, on obtient I’expression de la fonction
’.
. u'(z) dr +1
f'(z) = = —
2.\/u(x) 2222 + . + 1
Le dénominateur étant strictement positif, le signe de f’
ne dépend que de son numérateur :
: +
x —00 —— 00
4
/') - -
Ainsi, la fonction f admet le tablaeu de variation suiv-
ant :
1
T -00 -3 +0o0o
Variation
de f
3. (a.) On a les deux valeurs suivantes:

o f(1)=V2x12+1+1=+41=2
4x1+4+1 5 5
¢ F)= =
2.4/2x12 4141 2x2 4
Ainsi, la tangente & la courbe €r au point d’abscisse
1 admet pour équation:
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y=f"(1)-(z—1) + f(1)
5
y=f~(a:—1)+2
4
5 5
y=gTtoa T
5 +3
2,42
y=3*vTy
N 1 %
\\ 1 //
RN AN 4
N\ /
N p.4
N I 7
/
/ a)
b 14/ N
- -B -2 =

\B. DERIVEES DE FONCTIONS COMPOSEES

Correction 3
a. La fonction f est définie par le produit des fonctions u
et v définies par:
w(z) =322 -2 +1 ; v(z)=+z
qui admettent pour dérivées:

uw(z)=6c—2 ; o (z)= !

2/x

La formule de dérivation d’un produit permet d’obtenir
I’expression de la fonction f’ dérivée de la fonction f:
F(@) = o (@)v(z) + (@) (2)
1
2/ x

2(6z — 2)(v/z)? + (322 — 2z + 1)
20z
_ 122% — 4z 432 —22+1 152 — 6z +1

2z 2z

b. La fonction g est définie par le produit des fonctions u
et v ou:

uwlz)=2cx+1 ; v(x)=+3—2

qui admettent pour dérivée

® u(x)=2

= (62 —2)V/z + (322 — 22 + 1)

® Soit w la fonction définie par:

1
w)=E 5 w(@) = ——
2\ x
La fonction v est la composée d’une fonction affine

par la fonction w:

v(z) = w(3—2x)
La fonction v admet pour expression :
1 _
v(x) = =10 (z) = — =

2¢/3—x 2v/3—zx

La formule de dérivation d’un produit permet d’obtenir
lexpression de la fonction ¢’ dérivée de la fonction g:

g'(x) = /' (2)-v(z) + u(z)v'(z)
-1

=243—-z+(2zx+1)
2y/3—=x
_(2-\/3—x)2+—2x—1_4(3—x)—2x—1
2v/3—=x 23—z 2v/3—=x

12—4r—-22—-1 11—-6z

24/3—x 2¢/3—x

C. DERIVEES DE FONCTIONS COMPOSEES DE LA
FONCTION EXPONENTIELLE

Correction 4

1. La fonction f est définie par la composée de la fonction
u par la fonction exponentielle ot :

1
_ el () —
La formule de dérivation de la fonction exponentielle
permet d’obtenir I'expression de la fonction f”:
1 VT
J() = () - en®) = ——ev® = =

20/z 2/

2. La fonction g est définie par le produit des deux fonc-
tions w et v définies par:

uz) =z ; v(z)=et
qui admettent pour dérivée: ,
W(r)=1 ; o'(r)=2ze" 1

Ainsi, la formule de dérivation d’un produit permet
d’obtenir I'expression de la fonction g;: ,
g (x) =u'(z)v(x) +u(x)v (z) = L-e® T + 2 (22-e™ +1)

— ea:2+1 + 21‘2-6I2+1 — e$2+1_(2$2 + 1)

3. La fonction h est le produit des fonctions u et v ou:
1
ulz)=2 ; v(x)=e =

qui admettent pour dérivée les fonctions:
1
/ _ . / _ -
u(xz)=1 ; v(x)fﬁoex

La formule de dérivation d’un produit permet d’obtenir
I’expression de la fonction h':

R (x) = (z)v(z) + ulx)v () = 1-67% + 33"(;12-67%)
-e*% = (1 + %)-e*%

4. La fonction j est définie par le quotient des deux fonc-

tions w et v définies par:

u(x) = e 22+1 v(z) =22z +1
qui admettent pour dérivée:
2 1
' (z) = 2722t . W/(z) = =

W2w+1 2a+1
La formule de dérivation du quotient permet d’obtenir
I’expression de la fonction j' dérivée de la fonction j:

1
T

=€

8=

+
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' (x)-v(x) — u(z)-v'(z)

-/ —
J'(z) [v(x)f
—2e 22+l /2 4+ 1 e_Q’H‘Li1
. V2r +1
- (V2z +1)°
—2e 2+ (2 4 1) — e~ 20H!
. vV2r+1
20+ 1

B _26—2w+1_(2$ + 1) _ e—21+1

a V2 + 1-(22 + 1)

B o202 (4g 4 2) — e~ 20t B e 20-2.(4z + 3)

V2r+1-(2x+1) V2xr+1-(2x+1)

5. La fonction k est définie comme la composée de la fonc-

tion u par la fonction exponentielle ot :
wr)=a?+z ; u(r)=22+1

La formule de dérivation de la composée d’'une fonc-
tion par la fonction exponentielle permet d’obtenir
Pexpression de la fonction k' :

K (z) = (z)-e"®) = (22 + 1)-e* =

La fonction ¢ est la composée de la fonction u par la
fonction exponentielle ot :
wx)=22+1 ; u(z)=2x

La formule de dérivation de la fonction exponentielle

donne I'expression de la fonctlon g
0(x) = ' (x)-e“®) = 23" 1

\D. DERIVEES DE FONCTIONS COMPOSEES

Correction 5

a.

La fonction f est dérivable sur R.
La fonction f est la puissance 5-iéme de la fonction u(z)
ou:

u(z) =3z+5 ;
La formule de dérivation de la puissance d’une fonction
donne Pexpression de la fonction f:

u'(z) =3

fl(@) =54/ (2) [u(@)]* = 5x3-(3z +5)" = 15-(3z + 5)"
b.

Le dénominateur étant toujours strictement positif, la
fonction g est définie et dérivable sur R.

La fonction g est définie par 'inverse de la fonction u
définie par:

ulx) =32 +1 ;
La formule de dérivation de 'inverse d’une fonction per-

met d’obtenir l'expression de la fonction ¢’, dérivée de

la fonction g:
u'(z) 1223

(3z +11)

o (z) = 12-23

La fonction h est la composée de la fonction u par la
fonction racine carrée ou:
wr)=2>4+z+1 ; J(z)=22+1

La formule de dérivation d’une fonction racine carrée
permet d’obtenir la dérivée de h':
v (x 2z + 1
Wiy - @)

2./u(;{;) B 2\/1’2+ZE+1

d. La fonction j est dérivable sur R} .

La fonction j est la composée de la fonction w par la
fonction racine carrée o :

u(r) = 7 ;

Ainsi, la formule de dérivation de la fonction racine car-
rée permet d’obtenir I’expression de la fonction j':
1

u'(z) T2 11 1
= =—-=- = —
2-/ u(z) 2.\/1 r 2.\/1 2;52.\/1
x x x

HOR

|E. TANGENTE DE FONCTIONS COMPOSEES \

Correction 6

1.

g() = - -

La racine carrée d’un nombre n’est définie que si ce
nombre est positif ou nul; cherchons les valeurs pour
lesquelles, le polynéme se trouvant sous le radical est
positif ou nul:

Ce polyndme admet pour discriminant :
A=0b—4ac=(-2)?—-4x1x3=4—-12= -8

Le discriminant de ce polyndéme étant strictement né-
gatif, ce polyndme n’admet aucune racine sur R.

Ainsi, ce polyndéme admet pour signe sur R le coefficient
du terme du second degré:

x —00 —+00

x2—2x+3 +

La fonction g est donc définie sur R.

La fonction g est la composée de la fonction u par la
fonction racine carrée ot:

wx)=22-22+3 ; u(r)=2x-2

La formule de dérivation de la fonction racine carrée per-
met d’obtenir I'expression de la fonction ¢’ :
u'(z) 2 — 2 x—1

vz —2x+3

2.4/ u(x) 2v/x2 —2x + 3

On a les deux valeurs suivantes:

o)V

/ 6 \[ 3
~— 1 3= =z
2+ 2
3 1 1
.g/(§)f 2 _ 2 _ 2
2 %:32 23 ] V@ 3
(5)‘X§+ 12
1 2 1
= —-X - = —
2 3 3

3
Ainsi, la courbe €, admet au point d’abscisse 3 la tan-

gente d’équations:

=0 (o= ol

3 2
_1,.1.3
Y=3%7375
1
I |
Y 3:z:+
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’F. CONVEXITE ET POSITIONS DES TANGENTES

Correction 7

L’expression de la fonction f est donnée sous la forme:
f(@) = 32— u(x)-v(x)

ou les fonctions u et v sont définies par:
u(z) =32z ; o(z)=In(z)

qui admettent pour dérivées:

u(z)=3 ; v(x)= %

La formule de dérivation d’un produit permet d’obtenir
I’expression de la fonction f’ dérivée de la fonction f:

f'(@) =3 = [u'(z)v(z) + u(z) ' ()]
=3 [3n(2) +3~zxﬂ =3 [3n(2) +3]
:3—3-111(96) -3= —3~ln(m)

Ainsi, la dérivée seconde f”, dérivée de la fonction f’, a pour
expression :

1 3
R
La dérivée seconde de la fonction f étant strictement néga-
tive sur R% , on en déduit que la fonction f est concave sur
R .
Ainsi, toutes les tangentes a la courbe € se situe au-dessus
de la courber €. Il en est de méme de la tangente 7.
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