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A. Etude de la fonction dérivée de fonc-

tions composées

Correction 1

1. En notant u la fonction dé�nie par :

u(x) = x2 − x− 2 ; où u′(x) = 2x− 1

D'après la formule de dérivation de la puissance n-ième

d'une fonction, on en déduit l'expression de la fonction

f ′, dérivée de la fonction f :

f ′(x) =
1

8
×3·u′(x)·

[
u(x)

]2
=

1

8
×3·(2x− 1)·(x2 − x− 2

)2
=

3

8
·(2x− 1)·(x2 − x− 2

)2
Un carrée étant toujours positif ou nul, déterminons les

valeurs pour lesquelles s'annulent ce polynôme du sec-

ond degré. Il admet pour discriminant :

∆ = b2 − 4·a·c = (−1)2 − 4×1×(−2) = 1 + 8 = 9

On a la simpli�cation :
√
∆ =

√
9 = 3

Le discriminant étant strictement positif, ce polynôme

admet les deux racines suivantes :

x1 =
−b−

√
∆

2·a

=
−(−1)− 3

2×1

=
1− 3

2

=
−2

2
= −1

x2 =
−b+

√
∆

2·a

=
−(−1) + 3

2×1

=
1 + 3

2

=
4

2
= 2

Ainsi, on obtient le tableau de signes suivant :

x −∞ −1
1

2
2 +∞

3

8
·(2x− 1) − − 0 + +

x2 − x− 2 + 0 + + 0 +

f ′(x) − 0 − 0 + 0 +

Pour x ̸=0, on a les transformations algébriques :

f(x) =
1

8
·
(
x2 − x− 2

)3
=

1

8
·
�
x2·

(
1− 1

x
− 2

x2

)�3
=

1

8
·x6·

(
1− 1

x
− 2

x2

)3

On a les deux limites suivantes :

lim
x 7→−∞

1

8
·x6 = +∞ ; lim

x7→−∞

(
1− 1

x
− 2

x2

)3

= 1

On en déduit la limite suivante : lim
x 7→−∞

f(x) = +∞

De même, on montre que : lim
x 7→+∞

f(x) = +∞

Ainsi, la fonction f admet le tableau de variations suiv-

ant :

-∞ −1
1

2
2 +∞

+∞

0

−1; 4

0

+∞

Variation

de f

x

2. On a les deux valeurs :

f(1) =
1

8
·
(
x2 − x− 2

)3
=

1

8
×(−2)3 =

1

8
×(−8) = −1

f ′(1) =
3

8
·(2×1− 1)·

(
12 − 1− 2

)2
=

3

8
×1×(−2)2

=
3

8
×4 =

3

2

Ainsi, la tangente à la courbe Cf au point d'abscisse 1
admet pour équation réduite :

y = f ′(1)·
(
x− 1

)
+ f(1)

y =
3

2
·(x− 1)− 1

y =
3

2
·x− 3

2
− 1

y =
3

2
·x− 5

2

Correction 2

1. La fonction f est dé�nie si l'expression située sous le

radical a des valeurs positives ou nulles.

Déterminons le signe du polynôme du second degré situé

sous le radical. Il a pour discriminant :

∆ = b2 − 4·a·c = 12 − 4×2×1 = 1− 8 = −7
Le discriminant étant strictement négatif, on en déduit

que ce polynôme a pour signe sur R le signe de son

coe�cient du second degré : ce polynôme est touours

strictement positif.

On en déduit : Df =R.

2. La fonction f est dé�nie par la racine carrée de la fonc-

tion u où :

u(x) = 2x2 + x+ 1 ; u′(x) = 4x+ 1
La formule de dérivation de la composée d'une fonction

par la racine carré, on obtient l'expression de la fonction

f ′ :

f ′(x) =
u′(x)

2·
È

u(x)
=

4x+ 1

2
√

2x2 + x+ 1

Le dénominateur étant strictement positif, le signe de f ′

ne dépend que de son numérateur :

x −∞ −1

4
+∞

f ′(x) − 0 +

Ainsi, la fonction f admet le tablaeu de variation suiv-

ant :

-∞ −
1

4
+∞

Variation

de f

x

3. a. On a les deux valeurs suivantes :

f(1) =
√
2×12 + 1 + 1 =

√
4 = 2

f ′(1) =
4×1 + 1

2·
√
2×12 + 1 + 1

=
5

2×2
=

5

4

Ainsi, la tangente à la courbe Cf au point d'abscisse

1 admet pour équation :
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y = f ′(1)·
(
x− 1

)
+ f(1)

y =
5

4
·
(
x− 1

)
+ 2

y =
5

4
·x− 5

4
+ 2

y =
5

4
·x+

3

4

-4 -3 -2 -1 2 3 4I

2

3

J

O

Cf

B. Dérivées de fonctions composées

Correction 3

a. La fonction f est dé�nie par le produit des fonctions u
et v dé�nies par :

u(x) = 3x2 − 2x+ 1 ; v(x) =
√

x
qui admettent pour dérivées :

u′(x) = 6x− 2 ; v′(x) =
1

2
√
x

La formule de dérivation d'un produit permet d'obtenir

l'expression de la fonction f ′ dérivée de la fonction f :
f ′(x) = u′(x)·v(x) + u(x)·v′(x)

= (6x− 2)
√
x+ (3x2 − 2x+ 1)

1

2
√
x

=
2(6x− 2)

(√
x)2 + (3x2 − 2x+ 1)

2
√

x

=
12x2 − 4x+ 3x2 − 2x+ 1

2
√
x

=
15x2 − 6x+ 1

2
√
x

b. La fonction g est dé�nie par le produit des fonctions u
et v où :

u(x) = 2x+ 1 ; v(x) =
√
3− x

qui admettent pour dérivée

u′(x) = 2

Soit w la fonction dé�nie par :

w(x) =
√
x ; w′(x) =

1

2
√
x

La fonction v est la composée d'une fonction a�ne

par la fonction w :

v(x) = w(3−x)
La fonction v′ admet pour expression :

v′(x) = −1·v′(x) = − 1

2
√
3− x

=
−1

2
√
3− x

La formule de dérivation d'un produit permet d'obtenir

l'expression de la fonction g′ dérivée de la fonction g :

g′(x) = u′(x)·v(x) + u(x)·v′(x)

= 2·
√
3− x+ (2x+ 1)· −1

2
√
3− x

=

(
2·
√
3− x

)2
2
√
3− x

+
−2x− 1

2
√

3− x
=

4(3− x)− 2x− 1

2
√

3− x

=
12− 4x− 2x− 1

2
√

3− x
=

11− 6x

2
√

3− x

C. Dérivées de fonctions composées de la

fonction exponentielle

Correction 4

1. La fonction f est dé�nie par la composée de la fonction

u par la fonction exponentielle où :

u(x) =
√

x ; u′(x) =
1

2·
√
x

La formule de dérivation de la fonction exponentielle

permet d'obtenir l'expression de la fonction f ′ :

f ′(x) = u′(x) · eu(x) = 1

2
√

x
·e

√
x =

e
√
x

2
√

x

2. La fonction g est dé�nie par le produit des deux fonc-

tions u et v dé�nies par :

u(x) = x ; v(x) = ex
2+1

qui admettent pour dérivée :

u′(x) = 1 ; v′(x) = 2x·ex2+1

Ainsi, la formule de dérivation d'un produit permet

d'obtenir l'expression de la fonction g′ :
g′(x) = u′(x)·v(x) + u(x)·v′(x) = 1·ex2+1 + x·

(
2x·ex2+1

)
= ex

2+1 + 2x2·ex2+1 = ex
2+1·

(
2x2 + 1

)
3. La fonction h est le produit des fonctions u et v où :

u(x) = x ; v(x) = e−
1
x

qui admettent pour dérivée les fonctions :

u′(x) = 1 ; v′(x) =
1

x2
·e−

1
x

La formule de dérivation d'un produit permet d'obtenir

l'expression de la fonction h′ :

h′(x) = u′(x)·v(x) + u(x)·v′(x) = 1·e−
1
x + x·

( 1

x2
·e−

1
x

)
= e−

1
x +

1

x
·e−

1
x =

(
1 +

1

x

)
·e−

1
x

4. La fonction j est dé�nie par le quotient des deux fonc-

tions u et v dé�nies par :

u(x) = e−2x+1 ; v(x) =
√
2x+ 1

qui admettent pour dérivée :

u′(x) = −2e−2x+1 ; v′(x) =
2

2
√

2x+ 1
=

1√
2x+ 1

La formule de dérivation du quotient permet d'obtenir

l'expression de la fonction j′ dérivée de la fonction j :
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j′(x) =
u′(x)·v(x)− u(x)·v′(x)[

v(x)
]2

=

−2e−2x+1·
√
2x+ 1− e−2x+1· 1√

2x+ 1(√
2x+ 1

)2
=

−2e−2x+1·(2x+ 1)− e−2x+1√
2x+ 1

2x+ 1

=
−2e−2x+1·(2x+ 1)− e−2x+1√

2x+ 1·(2x+ 1)

=
−e−2x−2·(4x+ 2)− e−2x+1√

2x+ 1·(2x+ 1)
= − e−2x−2·(4x+ 3)√

2x+ 1·(2x+ 1)

5. La fonction k est dé�nie comme la composée de la fonc-

tion u par la fonction exponentielle où :

u(x) = x2 + x ; u′(x) = 2x+ 1

La formule de dérivation de la composée d'une fonc-

tion par la fonction exponentielle permet d'obtenir

l'expression de la fonction k′ :
k′(x) = u′(x)·eu(x) = (2x+ 1)·ex2+x

6. La fonction ℓ est la composée de la fonction u par la

fonction exponentielle où :

u(x) = x2 + 1 ; u′(x) = 2x

La formule de dérivation de la fonction exponentielle

donne l'expression de la fonction g′ :
ℓ′(x) = u′(x)·eu(x) = 2x·ex2+1

D. Dérivées de fonctions composées

Correction 5

a. La fonction f est dérivable sur R.

La fonction f est la puissance 5-ième de la fonction u(x)
où :

u(x) = 3x+ 5 ; u′(x) = 3

La formule de dérivation de la puissance d'une fonction

donne l'expression de la fonction f :

f ′(x) = 5·u′(x)·
[
u(x)

]4
= 5×3·

(
3x+ 5

)4
= 15·

(
3x+ 5

)4
b. Le dénominateur étant toujours strictement positif, la

fonction g est dé�nie et dérivable sur R.

La fonction g est dé�nie par l'inverse de la fonction u
dé�nie par :

u(x) = 3x4 + 1 ; u′(x) = 12·x3

La formule de dérivation de l'inverse d'une fonction per-

met d'obtenir l'expression de la fonction g′, dérivée de

la fonction g :

g′(x) = − u′(x)[
u(x)

]2 = − 12·x3(
3x4 + 11

)2
c. La fonction h est la composée de la fonction u par la

fonction racine carrée où :

u(x) = x2 + x+ 1 ; u′(x) = 2x+ 1

La formule de dérivation d'une fonction racine carrée

permet d'obtenir la dérivée de h′ :

h′(x) =
u′(x)

2
È
u(x)

=
2x+ 1

2
√
x2 + x+ 1

d. La fonction j est dérivable sur R+
∗ .

La fonction j est la composée de la fonction u par la

fonction racine carrée où :

u(x) =
1

x
; u′(x) = − 1

x2

Ainsi, la formule de dérivation de la fonction racine car-

rée permet d'obtenir l'expression de la fonction j′ :

j′(x) =
u′(x)

2·
È

u(x)
=

− 1

x2

2·
É

1

x

= − 1

x2
· 1

2·
É

1

x

= − 1

2x2·
É

1

x

E. Tangente de fonctions composées

Correction 6

1. La racine carrée d'un nombre n'est dé�nie que si ce

nombre est positif ou nul ; cherchons les valeurs pour

lesquelles, le polynôme se trouvant sous le radical est

positif ou nul :

Ce polynôme admet pour discriminant :

∆ = b2 − 4·a·c = (−2)2 − 4×1×3 = 4− 12 = −8

Le discriminant de ce polynôme étant strictement né-

gatif, ce polynôme n'admet aucune racine sur R.

Ainsi, ce polynôme admet pour signe sur R le coe�cient

du terme du second degré :

x −∞ +∞

x2−2x+3 +

La fonction g est donc dé�nie sur R.

2. La fonction g est la composée de la fonction u par la

fonction racine carrée où :

u(x) = x2 − 2x+ 3 ; u′(x) = 2x− 2

La formule de dérivation de la fonction racine carrée per-

met d'obtenir l'expression de la fonction g′ :

g′(x) =
u′(x)

2·
È
u(x)

=
2x− 2

2
√

x2 − 2x+ 3
=

x− 1√
x2 − 2x+ 3

On a les deux valeurs suivantes :

g
(3
2

)
=

É(3
2

)2

− 2×3

2
+ 3

=

É
9

4
− 6

2
+ 3 =

É
9

4
=

3

2

g′
(3
2

)
=

3

2
− 1É(3

2

)2

− 2×3

2
+ 3

=

1

2É
9

4

=

1

2
3

2

=
1

2
×2

3
=

1

3

Ainsi, la courbe Cg admet au point d'abscisse
3

2
la tan-

gente d'équations :

y = g′
(3
2

)
·
(
x− 3

2

)
+ g

(3
2

)
y =

1

3
·
(
x− 3

2

)
+

3

2

y =
1

3
·x− 1

2
+

3

2

y =
1

3
·x+ 1
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F. Convexité et positions des tangentes

Correction 7

L'expression de la fonction f est donnée sous la forme :

f(x) = 3·x− u(x)·v(x)
où les fonctions u et v sont dé�nies par :

u(x) = 3·x ; v(x) = ln(x)
qui admettent pour dérivées :

u′(x) = 3 ; v′(x) =
1

x

La formule de dérivation d'un produit permet d'obtenir

l'expression de la fonction f ′ dérivée de la fonction f :
f ′(x) = 3−

[
u′(x)·v(x) + u(x)·v′(x)

]
= 3−

[
3· ln

(
x
)
+ 3·x× 1

x

]
= 3−

[
3· ln

(
x
)
+ 3

]
= 3− 3· ln

(
x
)
− 3 = −3· ln

(
x
)

Ainsi, la dérivée seconde f ′′, dérivée de la fonction f ′, a pour

expression :

f ′′(x) = 3×
(
− 1

x2

)
= − 3

x2

La dérivée seconde de la fonction f étant strictement néga-

tive sur R∗
+, on en déduit que la fonction f est concave sur

R∗
+.

Ainsi, toutes les tangentes à la courbe Cf se situe au-dessus

de la courber Cf . Il en est de même de la tangente T .

Feuille 108 - http ://m.boquet.chingatome.fr

https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/deed.fr

