1 La forme canonique du trinéme

1.1 Le trinéme du second degré

“Deélinition | : On appelle trindme du second degré ou simplement trindme, le

polynéme P(x), a coefficients réels, de la forme :

P(x) =ax*+bx+c avec a#0

Exemple : Les trois polyndmes suivants sont des trindmes

Pi(x) =x*+2x—8
Py(x) =2+% +3x — 14
Py(x) = —x*+4x -5

1.2 Quelques exemples de formes canoniques

La forme canonique d"un trindme est une forme a partir de laquelle on peut savoir
si le trindme peut se factoriser ou non. Cette forme est obtenue a partir d'une
"astuce" qui consiste a rajouter un terme puis a 1’dter de facon a obtenir le début
d'un carré parfait.

Exemple : Soit Py(x) = x? +2x—8
Les deux premiers termes sont x* + 2x qui est le début de (x +1)2 = x2 +2x + 1.
On ajoute 1 puis on le soustrait, ce qui donne :
Py(x) =x*+2x+1-1-8
= (x+1)2-9
on peut, a partir de cette forme, factoriser. Cela donne :
— (L1 —32
= (x+1-3)(x+1+3)
= (x—2)(x+4)

forme canonique de P;(x)

Exemple : Soit P(x) = 2x? 4 3x — 14
On factorise par le coefficient devant x2, c’est a dire ici 2.
P(x) =2 (x2 + gx - 7)

x2+3x est le début de x+§ 2*ch—kéx—kiCeladorme-
B &= i) = TS :

gt g

3y 1z
=i (x + —) j| forme canonique de P;(x)

4) 16

on peut, & partir de cette forme, factoriser. Cela donne :
ei2 = anye
4 4
= 2|l - b J ks L
o 4 14 4 4
=2(x—-2)(x+ -
- 2

: Soit Pg(.x) = 42 4 dx—5

On factorise par le coefficient devant x2, c’est a dire ici —1.

Pi(x) =— (x2 —4x +5)

=2

Exemple

(x2 — 4x) est le début de (x —2)? = x2 — 4x + 4. Cela donne :

x2—4x+4—4+5)

forme canonique de P;(x)

(
= - [(x -2~ 4+5]
[

(x—2)2+1]

On ne peut factoriser cette forme car somme de deux carrés



1.3 Forme canonique du trin6me

Soit un trindme du second degré : P(x) = ax? + bx +¢

On factorise par a # 0, cela donne :
Pla)=u (xz s E—Jx + E)
a a

2
x2+gx est le début de (er%) :x2+gx+£. Cela donne :

442
o a 442 4a2 g

Defivition 3 : Onpose A = b? —4ac appelé discriminant

L'équation ax? + bx + ¢ = 0 devient en utilisant la forme canonique :

ML i
or 4g2 | —

Le nombre de racines du trindme dépend du signe de A, d’ot1 discriminant.

a

Théoreme |

forme :

La forme canonique dun trinébme du second degré est de la

P{x) —u l(x—l— %)2— %]

A\ Dans un cas concret, on n"utilise pas cette formule un peu difficile 8 mémori-
ser, mais on retient 1’astuce qui consiste a ajouter puis soustraire un terme comme
nous l'avons vu dans les exemples précédents.

2 Racines du trin6me

2.1 Définition

Delivition 2 : Les racines d’un trindmes ou "zéros" sont les solutions de I'équa-

tion : ax> +bx+c=0

2.2 Le discriminant est positif

Comme le discriminant A est positif, la forme canonique se factorise en :

b VA b VA
a(x—l—ﬂ—g) (x+£+§) =0

On obtient alors deux solutions :
Hol e ou

Soit, en appelant x; et x; les deux solutions

_ —b++VA _
X = ———— ou Xg =

2a 2a
Exmpfe : RésoudredansR: 2x2 +3x—14 =0
e Oncalcule A: A=F —4dac =32 -4 x2x (-14) =9+ 112 =121 =112

e A > 0, il existe deux solutions distinctes xj et x7 :

_ —b+vVA _ 3+11

. _=b—yA 3-11_ 7
; 2a 4 - B -

> et 7
e 24 1 2

e Onconclutpar: § = {—g ; 2}



2.3 Le discriminant est nul

Comme le discriminant A est nul, la forme canonique correspond a un carré par-

fait. Elle se factorise en : 5
b
a (x + QE) =0

b
On obtient alors qu’une seule solution : xp = — 5
a

Em:m}ofe : Résoudredans R: 3x2 —18x +27 — 0

e Oncalcule A: A=b —4ac =182 —4x3x27=324—-324=0

b 18
e A =0, il n'existe qu'une seule solution xp : xp = e T 3

e On conclut par: S = {3}

2.5 Conclusion

Exm?fe : Résoudredans R: 3x2 —18x+27 =0
e Oncalcule A: A=b* —4ac=182—-4x3x27=324—-324=0
b 18

e A =0, il n'existe qu'une seule solution xp: xp = —— =

2a B2

e On conclut par: S = {3}

2.4 Le discriminant est négatif

Comme le discriminant A est négatif la forme canonique ne se factorise pas. I[In'y
a donc aucune solution a l'équation du second degré.

Exemple : Résoudredans R: —x* +4x—5=0
e Oncalcule A: A=0 —4dac=4>—-4 x (—1) x (-5) =16 —20 = —4
e A < 0,iln’y a pas de solution.

e Onconclutpar: S=@

Théoréme 2 : Lenombre de racines du trindme du second degré dépend du
signe du discriminant A = b* — 4ac.
e 5iA >0 il existe deux racines distinctes :

~ —b+/A
T 2

*1 2a

X2

e SiA =0 iln'existe qu'une racine (appelée racine double) :

b

xg_—ﬂ

e SiA <0 iln’existe aucune racine réelle.

A\ Lorsque l'on pourra factoriser le trindme, on ne calculera pas le discriminant.
On factorisera, puis on annulera chaque facteur.

Exmfl'g : Déterminer les solutions des équations suivantes :

a) ¥ —25=0 b) 922 —6x+1=0

a) L'équation se factorise en utilisant la différence de deux carrés :

5 5
45 —25=0 & (22—5)2x+5)=0 & ¥= 5 OU X=—3
b) L'équation correspond a un carré parfait :

92 —6x+1=0 & (3x—12=0 & x:%



3 Factorisation, somme et produit des racines

3.1 Factorisation du trindme

5i le discriminant est positif. Nous avons vu que le trinéme se factorise en :

a(x+£—‘/—z) (x—i-'?——k\/—ﬁ)—o

2a 2a 2a 2a

En remplagant par les racines x1 et x5, nous avons alors : a(x —x1)(x — x7)

De méme si le discriminant est nul. Nous avons vu que le trindme se factorise en :

b 2
i =0
a(erza)

b
En remplacant par la racine xo = —5, hous avons alors : a(x — xp)?
Exemples :

a) Factoriser le trindbme suivant : P(x) = 2x2 4+ 3x — 14

7
D’aprés le paragraphe précédent, les racines de ce trindme sont : — et2,
donc :

P(x)—Z(er;) (x—2)

Nous retrouvons la factorisation avec la forme canonique.
b) Factoriser le trindme suivant : Q(x) = 3x? — 18x + 27
D’apres le paragraphe précédent, 1'unique racine de ce trindéme est 3, donc:
Q(x) =3(x—3)?

/\ Laracine x = 3 est une racine double car on peut factoriser par (x — 3)2

Theoréme 3 : Lorsque le trindme P(x) = ax? + bx + ¢ admet :
e deux racines xq et xp, alors : P(x) = a(x — x1)(x — x2)
e admet une racine xg , alors: P(x) =a(x — xg)?

e n’admet pas de racine, il ne peut pas se factoriser.

3.2 Somme et produit des racines

Soit le trindme T(x) = ax* + bx + c. Nous nous placons dans le cas ott A > 0.
Il y a donc deux racines x; et x7. Le trinéme peut alors se factoriser en :

T(x) = a(x —x1)(x — x2)

Développons le trinéme :

T(x) = a(xz—xzx—xlx—i—xlxg) =a {xz—(xﬁ—xg) x+x1x2] = ax? — a(x14x2)x+axxo

Onpose S=x1+x et P=xyx,0onaalors: T(x) = ax? — aSx +aP

En identifiant a : T(x) = ax® + bx + ¢, on obtient alors :

b

sy e B0 & iD= =5 Pl
a a

Exemple : Soit le trindme T(x) = 2x? 4 3x — 14

7
Nous savons que ce trindme admet deux solutions 5 et 2, d’aprés notre résultat :

b 3 . 7 _ —7+4 3
Sf—Ef—E ce qui se vérifie —§+2f— 5 =3
14 7
P:E:—E:—7 ce qui se vérifie —§x2:—7

Theoréme 4 : Siun trindbme T(x) = ax? + bx + ¢ admet deux racines, alors la

somme S et le produit P des racines sont égales a :

et e et
a a

3.3 Application

Parfois, certaines équations admettent des solutions trés simples que 1'on ap-
pellent "racines évidentes". Lorsque 1'on connait une telle solution, le produit des
racines permet alors de trouver la seconde.
Exemples :
1) Résoudre I'équation : 2x? —5x +3 =0

e x; — 1 estracine évidente car 2(1)2 —5(1) +3=2-5+3 =0
3

-szzgdoncxzzﬂzf
a xp 2



2) Résoudre I'équation : 5x% +2x —3 =0
e x; = —1 estracine évidente car 5(—1)>+2(—1)—-3=5+2-3=0

3 P 3
-P:E:—S donc xzzx—lzg

{3

4 Signe du trindme et inéquation du second degré

41 Le discriminant est positif

Si A >0, le trindme se factorise en: P(x) = a(x — x)(x — x2)

En supposant que x; > x;, dressons un tableau de signes :

X —00 X2 X1 oo
X — X1 - o 0 S
X — X2 = + +
a(x —x1)(x —x2) 518‘:3 de Slgilt; de t{) mgr;e de

Conelusion : Le signe du trindme est du signe de a a l'extérieur des racines et
du signe de —a a l'intérieur.
Exemple : Signede —3x? 4+ 7x 46

IIn'y pas de racine immédiate, calculons alors de discriminant :
B =7 —4-3)E) =94+ =T =11
Comme le discriminant est positif, le trindbme admet deux racines :

—7411 4 2 —7-11 —18
H=—=—=— et Xp = =

5 =5 3 =g

Comme le coefficient devant x? est négatif (—3), le trindme est négatif a I'exté-
rieur des racines et positif a I'intérieur.

Nous avons alors le tableau de signes suivant :

X —00 —

SN
W
_|_
3

—3x2 4+ 7x+6 = ¢> - -

4.2 Le discriminant est nul ou négatif
Si A =0, le trindme se factorise en : P(x) = a(x — xp)?

Comme (x — xg)? est un carré, il est soit nul soit positif. Donc le trindme est soit
nul soit du signe de a.

X —00 X0 +00

signe de signe de

a(x — xp)? . .

Si le discriminant est négatif, il n’a donc pas de racine. Il posséde donc un signe
constant. On montre alors qu’il est du signe de a.

4.3 Conclusion

Théoréme S : Lesigne du trindme dépend du discriminant :
e 5i A > 0, par rapport au racines,

le trindme est du signe de a a 'extérieur et du signe de —a a I'intérieur.
e 5i A =0, le trindme est soit nul, soit du signe de a.

* S5i A <0, le trindme est toujours du signe de a.

5 Représentation de la fonction trindme

Théoreme & : La représentation de la fonction trindme f est une parabole
2 dont les caractéristiques dépendent du signe du coefficient a et du signe du
discriminant A.

Les coordonnées du sommet S de la parabole sont: S (7% - f%)

Demonstration : Soit la fonction f définie sur R par: f(x) = ax? +bx +c
La forme canonique de la fonction f est donc :

LBy A Y A
2a 42 | 2a 4q

fx)=a




b A

Onposealors: a = —— et f=——.

2a

Onadonc: f(x)=a(x—a)’+p

Les variations de la fonction f dépendent du coefficient a :

4a

/\ on retrouve le résultat de seconde

e a>0 e a<0
X —00 & +o00 X —o0 ® +0o
+o0 +o0 B
| sy . 7 i P

La parabole est dirigée vers le haut

La parabole est dirigée vers le bas

Les coordonnées du sommet S sont donc: S(a; B)

e 5i A > 0la parabole coupe deux fois 'axe des abscisses.
e Si A = 0 la parabole est tangente a 1’axe des abscisses.
e S5i A < 0la parabole ne coupe pas 1’axe des abscisses.

On peut résumer ces résultats par le tableau suivant :

A>0 A=0 A <0
\\ / A
a>0 \ ® &
o|x : @ |0 g -
:
J . S
3 S A 3
ﬁ _____
|
I
X2 : X1
aag | O ® Tl o -

6 FEquation paramétrique

Deéfivition 4 : Onappelle équation paramétrique de parameétre m, une équa-

tion d"inconnue x dont on se propose de déterminer le nombre de solutions, leur
signe, etc. suivant les valeurs du paramétre m.

Exemple : Déterminer le nombre de solutions de I'équation paramétrique sui-
vante selon les valeurs de m, puis visualiser les résultats obtenus. Montrer que
toutes les courbes passent par un point que l'on déterminera.

(m—1)a>=2mx +m+3=0 (B

Pour que cette équation soit du second degré, il faut que le coefficient devant x?
soit non nul. Sinon I’équation est du premier degré.

1) Si m =1, alors I'équation est du premier degré: —2x+4 =0 < soit x =2

2) Si m # 1, l'équation est du second degré. On détermine alors le discriminant
en fonction de m.

A =4m* —4(m —1)(m+3) = 4(m* — m* —3m+m+3) = 4(—2m +3)
Le nombre de solutions est fonction du signe de A. Il faut donc déterminer le
signe du discriminant.

3
A=0 & 2m+3=0 <:>soitm:§

On fait alors un tableau de signe, en indiquant le nombre de solutions

3
m —o0 | - 00
2
A + + —
Nombre 2 ler 2 1 s0l
. ) . dou- pas de
de solutions degré solutions :
: ble solution
solutions x1 et xp 1 sol x1 et xp N
0




3
3) Cette équation admet deux solutions, ssi: m € | —o0; 1[U ] 1 5 [

Pour visualiser les résultats obtenus, on trace des courbes représentants la famille
des trindmes suivants :

By (x) =(me—1)2 —2me4m 45

On prend par exemple: m = —0,5, m=1, m=1,25 m=1,5 et m =3.
On obtient alors :

On observe alors que toutes les courbes semblent passer par le point M(1 ; 2).

Montrons cette conjecture.
Pour que cette conjecture soit vraie, il faut que: Vm € R = P,(1) =2

Calculons alors Py (1) :
Pu(l)=(m—-1)x1?-2mx1+m+3=m—1-2m+m+3=2

Pn,(1) = 2 pour toutes les valeurs de m.
Toutes les courbes passent donc par le le point M(1 ; 2).

7 Equation, inéquation se ramenant au second degré

7.1 Equation rationnelle

Soit & résoudre "équation —1 —2 9
L 11 2 — — o
9 x+2 2x-—-5 4

e On détermine d’abord l'ensemble de définiion: D = R—<{-2; g
e En multipliant I'équation par le dénominateur commun 4(x +2)(2x —
2'e Dy,  4(2%—5)—8(x+2) =9(x+2)(2x —5)
8x —20 — 8x — 16 — 18x2 — 45x + 36x — 90
—18x% + 9x +54 =0
(29) —2x°+x+6=0
x; = 2 racine évidente car —2 x224+24+6=0

6 P 3
Le produit des racines P = - —3 doncona x; = b
1

3 3
Comme 2 € Df et =7 S Df, onaalors: § = {_5' 2}

7.2 Inéquation rationnelle

2x2 +5x + 3

>0
X2 4x—2

Soit a résoudre 1'inéquation :
e On détermine d’abord I'ensemble de définition de I'inéquation :
Il faut déterminer les racinesde x2 +x —2 =0
x; = 1 estracine évidentecar 124+1—-2=0
Le produit des racines P = -2, donc x = -2
On conclut que I'ensemble de définition est: Dy =R —{-2; 1}



e Racinesde2x? +5x+3=0

x1 = —1 estracine évidente car 2 x (—1)2—5+3=0
3 3
Le produit des racines P = > donc x2 — 5
e On remplit un tableau de signes :
x —co -2 3 -1 1 +00
2
OB 3 + + 0 - 0 + 3
x24+x—2 + ) - = - 0 +
2
2x“+5x+3 e B ( i ) B 5
x24x—2

3
La solution estdonc: § =] — oo ; —2[ U [_E ;—1] U1 ;4o00]

7.3 Equation bicarrée

Defivitiod § : On appelle équation bicarrée, une équation de la forme :

gt tbxr te—0 aver a0

On effectue le changement de variable suivant: X — x> avec X >0
L’équation devient alors : aX?>+bX +c=0

On résout en X puis on revient a x en résolvant x? = X

Exemple : Soit a résoudre dans RR, 'équation suivante : 1t —5x2 —36=0
On pose X = x% avec X > 0, I'équation devient: X? —5X —36 =10

On calcule le discriminant: A =25+ 4 x 36 — 169 = 132
5413 518

Comme A > 0, on a deux racines: X; = — = 9 et Xo = — —4

On ne retient que Xj, car c’est la seule racine positive.
Onrevientax: x> =9 < x=3 ou x=-3

L'ensemble solution estdonc: S = {-3; 3}

7.4 Somme et produit de deux inconnues

x+y=>5
xy="P

Soit le systéme suivant : {

Ce systéme est symétrique, car on peut intervertir x et y sans que cela ne change
le systéme. Cela veut dire que si le couple (a, b) est solution alors le couple (b, a)
l'est également.

Ce systeme revient a résoudre une équation du second degré ot x et iy seront les
solutions de cette équation. S représente la somme des racines et P leur produit.
On doit donc résoudre :
X?—SX+P=0

- : : x+y=18
Exemple : Soit a résoudre le systéme suivant : J

xy = 65
x et y sont donc les racines de : X?> — 18X +65=0
On calcule le discriminant A = 182 — 4 x 65 = 64 — 87
Comme A > 0, I'équation admet deux racines :

:718+8:13 et X2:718_8:5

X
1 2 2

Les solutions du systéme sont donc: S = {(13,5); (5,13)}

/A On pourrait retrouver ce résultat graphiquement par l'intersection de la droite

65
iy =18 — x etde l'hyperbole y = <



