1% B Préparation du DS n° 5 — Probabilités & Dérivation

Mars 2022

Probabilités conditionnelles

Exercice 1 :
Soient deux évenements A et B tels que
P(A)=0,4, P(B)=0,3 et P(AU B) =10,6.

1. Caleulons P(AN B) et P(AN B).
e P(ANB).
On sait que pour tout événement A et [3,
P(AUB)=P(A)+ P(B) — P(An B) donc
PANB) = P(A)+ P(B)— P(Au B).

Ainsi, PLANB) =0,4+0,3—0,6=0,7—0,6 =0, L.

Dot P(ANB)=0,1
e P(ANB).
On sait que P(B) = P(AN B)+ P(ANB).
Done P(AN B) = P(B) — P(AnNB).
Ainsi P(ANB) = 0,3 —0,1=0,2
Dot P(ANB) =0,2

2. Déduisons les valeurs de Pp(A), Py(B), Pg(A) et Py(B).

* Pl P(ANB) 0,1 1
M

2 S S A S ——

Po)=—pBy ~03 " 3

Dott Py(A) = =

3
o PA(B). o P4(B). *
P(ANB) 0,1 P(ANB
PAB) = —pp— = g = 2 Pi(B) = (IT@))
Dot PA(B) = 0,25 Calculons P(A).
o Py(A). P(A)=1— P(f})} 5 1 " 0,4=0,6.
P(ANB) 0,2 2 o _ 0,2 1
PH(A) = P(B) = 0.3 = 5 3‘\111:,1, PA(B) I”gﬁ 3
2

D'ot Py(A) = 3.

Do P4(B) = 3

Exercice 2:

1. Recopions et complétons le tableau, sachant que P(A) = 0,62,
P(B)=0,34 et P4(B)=0,3.

Calculons les probabilités:

« P(ANB).
On st Py(B) = 5 152 done PIANB) = P(A) x PA(B).

Ainsi, P(AN B) =0,62 x 0,3 =0, 186.
D'ou P(AN B) =0, 186
e P(ANB).
On sait. que P(B) = P(An B) + P(AN B) donc
P(ANB) = P(B) — P(AN B).
Ainsi, P(AN B) = 0,34 — 0,186 = 0, 154,
Dot P(ANB) =0, 154

e P(BNA).
On sait que P(A) = P(BN A)+ P(B N A) done
P(BNnA)=P(A) - P(BNA)or P(BNA)=P(ANB).
Ainsi, P(BN A) = 0,62 — 0,186 = 0, 434.
D'ott P(B N A) = 0,434,
e P(ANB).
P{E’) = P(AN E’) + P(ﬂ al r'?) donc
P(ANB) = P(B)— P(An B).
Ainsi, P(AN B) = 0,66 — 0,434 = 0, 226.
D'oit P(AN B) =0,226

Par suite de ce qui précéde on obtient le tableau suivant:

A A | Total
B |0,186|0154| 0,34

B |0,434]0,226 | 0,66

Total | 0,62 | 0,38 1




2. Caleulons Pg(A) et P;;(/—Tl).

o Pp(A). PANB)
N 0, 186
— = ! — 5

Pp(A) P(B) 034 0, 547.

D’on Pp(A) = 0,547
L] PB(A) B

.
Py(A) = P(ANB) 0,154 0,453

CP(B) 0,34 7
Do P;g(A) = “._,“153

83((;11;;(‘1@,‘:8- A et B deux événements d'une méme expérience aléatoire.
1. Calculons P(AN B) lorsque P(A) = 0,8 et Py(B) = 0,6.

Py(B) = % done P(ANB) = P4(B) x P(A).
Ainsi, P(ANB) =0,6 x 0,8 = 0,48.
Dot P(ANB)=10,48.

2. On donne: P(A) = 0,3, P(B) =0,7et P(AU B) =10,9.

@n Calculons P(AN B).
On sait que P(AU B) = P(A)+ P(B) — P(AN B) donc
P(ANB)=P(A)+ P(B) - P(AUB).
Ainsi, P(ANB) = 0,3+ 0,7~ 0,9=1-0,9=0, 1.
D'on P(ANB)=0,1.
B: Calculer Py(A).
P(ANB) 0,1 1
Pp(A) = —575— = = r.
"= "pmy Tor 7
|
D’on Pp(A) = =

€8 Calculer Py(B).

P(ANB) 0,1
PA(B):¥:—:

ARBRES PONDERES ET PROBABILITES TOTALES

Exercice 1:
En considérant Parbre pondérés de 'expérience aléatoire,
e Prouvons que P(D) = 0, 405.

[Daprés la formule des probabilités totales on a:
P(D)=PCnD)+PBND)+PAND).
Or P(CND)=0,25x 0,6 =0,15
P(BND)=0,35x0,5=0,175
PAND)=0,4x0,2=0,08.
Ainsi, P(D) = 0,15+ 0,175 4+ 0,08 = 0,405

Exercice 4:

1. Complétons Parbre de probabilite.

2. Déterminons les probabilités de AN B et AN B.
e P(ANB)=10,35x 0,45 = 0,1575 d’ont P(A N B) = 10,1575
o P(ANB) = 0,65 x 0,75 = 0,4875 d’on P(AN B) — 00,4875
3. Déduisons la probabilité de événement A.

P(A)= P(AN B)+ P(An B) =0,1575 40,4875 = (), 645.
Dot P{A) = 0,645



4. Déterminons la probabilité de 'événement B, sachant que 1'événement
A est réaliJ%(’EA B)
m

PaB) = ————.
P(ANB) = 0,1575 et P(A) = 0,645
Done Pa(B) m 0, 2442

A 0,645 7T
Dot Py(B) — 0, 2442,

Exercice 5:

1. Traduisons par une phrase 'événement H N C el caleulons sa proba-
hilité.
H N « le professeur est un homme ef travaille a temps plein ».
On sait que 65% des professeurs sont des hommes done P(H) = (), 65,
de plus 90% de ces hommes professeurs travaillent & temps plein. Done
la probabilité que le professeur travaille 4 temps plein, sachant que ¢’est
un homme est Py (C) =0,9.
Pu(C) = % done P(H N C) = Py(C) x P(H).

Ainsi PIHN ') = 0,9 x 0,65 = 0, 585.

Dot P(H NC') = 0,585

2. Réalisons un arbre pondéré illustrant la situation.

0.6

3. Justifions que P(C') est égale a 0,83
Daprés la formule des probabilité totale,
P(C)=P(CNH)+ P(CnH).
P(Cn H)=10,585
[Yaprés arbre pondéré on a P(C' N H 1 =0,7 x 0,35 =0}, 245.
Ainsi, P(C) = 0,585 + 0,245 = 0, 83.
Dot P(C') = 0,83

4. Calculons Po(H).
. P(CNT)
Fo(H) = PO

P(C N H) = 0,245 et P(C) = 0,83,
Ainsi, Pe(H) 0,245
v 0,83

Dot Pe(H) = 0,295.

0. 1l s'agit ici de caleuler la probabilité que le professeur choisit soit un
homme sachant qu'il travaille & temps partiel ¢'est-d-dire F(H).
P(HNC)
Fo(H) = —————
f, ( } IJ(G}
D'aprés I'arbre pondéré on a: P(HNC) = 0,65 x 0,1 = 0,065 et

P(C)=1-P(C) 1083017

0, 065
Ainsi, Po(H) = < ]7’ — 0,382

Dot Po(H) = 0,382

Evénements indépendants

Exercice 2:

Répondons par Vrai ou faux en justifiant notre réponse.

On considére deux événements £ et B d'un univers §2 fels que:
P(E) = 0,45, Pg(F) = 0,4 et Pp(E) = 0,45.

1. Vrai.

Les événements £ et F sont indépendants car Pp(FE) = P(E) = 0,45,
2. Faux.

On sait que Pg(F) = % donc

P(ENF) = P(E) x Pp(F) = 0,45 x 0,4 =0, 18.
P(ENF)=0,18 # 0,25 d’on P'affirmation est bien fausse.

3. Vrai.
Dapres la question 1) les événements F et F' sont indépendants done
Pp(F) = P(F) = 0,4.
[D’on Paffirmation est bien vraie.



Exercice 9: EtUdes de Fonctions
Soient deux événements A et B tels que P(A) = p, P(B) = P(A) et
P(ANB)=10,2p+0,15. Exercice 3:

. C 2 50k
L. Prouvons que, pour tout p € R; —p*+0,8p—0,15 = (0,5-p)(p—0,3). Soit la fonction [ définie sur B par :

(0,5 p)(p —0,3) = 0,5p — 0,5 x 0,3 — p? 1 0,3p fla) -2+ 27— 2

= —p> 40,80 —0,15
1 1. @8 Tracons la courbe représentative de f sur 'écran de la caleula-
Dol on a bien —p? + 0,8p — 0,15 = (0,5 — p)(p — 0,3). trice.

2. Déterminons la probabilité p pour que les événements A et B soient
indépendants.
Si les événements A et B sont indépendants alors on a

P(AN B) = P(A) x P(B). :
P(A) =p, P(B) = P(A) =1 —pet P(ANB) =0,2p + 0, 15. | e
P(AN B) = P(A) x P(B) + Ll !

0,2p+ 0,15 = p(1 — p) &
p—pt =020 —0,15=0
—p* 40,80 — 0,15 =0

Résolvons I'équation —p® +0,8p — 0,15 = (.
De la question précédente, on a: —p?+0,8p—0, 15 = (0, 5—p)(p—0,3).

Ainsi,
—p? +0,8p—0,15 =0« (0,5 —p)(p—0,3) = 0
& 0,5-p=0oup—0,3=0 B2 Donnons le signe de la fonction f sur R,
ep=050up=0,3 On a: f(1) = 0. .
Pour tout = €] — oo, 1| la courbe représentative de f est en
Par conséquent, les événements A et B sont indépendants lorsque la dessous de I'axe des abscisses done f(z) < 0.
probabilité p = (0,3 ou lorsque p = 0, 5. Et pour tout x €]1,+o00| la courbe représentative de f est an

dessus de axe des abscisses done f(,i,) = (.




2. Déterminons la fonction dérivée f' de f et dressons le tablean de 3. Déduisons le signe de la fonction f.

variation de la fonction f. D'aprés le tablean de variation obtenn a la question précédente, on
La fonction f est une fonction polynéme done elle est continue et b
dérivable sur R. e Pour tout z €] —o00,0|, f(x) €] — o0, —2| c'est-d-dire f(r) < —2
Pour tout z € R, f'(z) = 3 4 2. done f(x) < 0 pour tout = €] — oo, (]
Dressons le tablean de variation de f. e Pour tout = € [[1,—3}, flx) € [_21 _ﬂ}] et 4 dire —2 <
Posons f'(z) = 0. 50 3 27
f(x) =04 32° + 22 = 0 flo) < -
S x3r+2)=0
0 2 2
o on L 3 Done f(x) < 0 pour tout = € [[], —3]
. 2
Dressons en méme temps le tablean de signe de f(x) et le tablean e Sur 'intervalle ] —§,+oc+[, flz) € ]—%,+m[ done il existe
de variation de f: 9
Caleulons les limites de f aux bornes de R un réel r_xl —g 1 tx:-[ tel que fla) = 0.
i . == 1 a '3 N '2 — = 1 A "3 = = 2
* xl‘,'_l:m-'r («) Il',l_'fx,(”l’ ha®—2) xl:'_“m"’ oo Constate que f(1)=0et 1 € ]—§,+ml done o = 1.
. xhﬂm flz) = rl‘}'j'm{*”? Fa?—2) = Tl"ﬂ[lm a® = +oo Par constquent: ,
o flO)=0F4+0*—2= -2 Pour tout z € ] 3 1 [ flz) <0
3 2
o 2 _ 2 { 2\ 9 _ -8 I 1 9 Pour tout = € |1, +o0| f(z) =0
3 3 3 279
f _E — M — _@ EII SOTINIre:
3 27 27 Pour tout x € |—o0, 1, f{z) < 0 et
On obtient done le tablean ci-dessous. Pour tout = € |1, +oo| f(z) = 0
2
T oo 0 —= +0o3
3
[ + 0 - 0 +
-9 +00
d / \ 50 e




Exercice 1:

On veut montrer que pour tout réel z € [0; +o0], 3 —4r+5 > 3.
Pour cela, on considére la fonction f définie sur IR par :

flz) =32 — 4z + 5.

1. Déterminons f'(x).
La fonction f est une fonction polynime, done elle est définie ef
dérivable sur R,

Pour tout = € R, f'(x) = 92° — 4

Dressons le tablean de variation de f sur R.
Etudions le signe de f'(z).
Posons f'(z) =0

2

; 1 2
fl@) =0 92% -4 =0 2° gHT=gouz=—

Faisons en méme temps le tableaun de signe de f'(z) et le tableau
de variation de f.
Calculons les limites de f aux bornes de R
o lim f(z)= lim 32° 4z + 5= lim 3z° = —o0
0 T—— 00 00

e lim f(z)= lim 32® —4r+5= lim 32° = +o0
E=p00 =00 Ty

r oo 2 2 +o
3 3
f - 0 - 0 +
61 oo

3 )

9 9 ) 8 8 61

3 L o _ _ = I _ = _

tf( 3) d( 3) fl( 3)+J 9+3+d 9
9 AN 9 8 8 920
Sl =3(2) —4({Z) 45452
+1(3)-3() —1(5) o5 -5+5-5

2. Déduisons la valeur du minimum de f sur [0; +o0].

L)

- i .. 2
D’apres le tablean de variation précédent, sur | mmmﬂln] ~3 +00
. .. 2 29
la fonction admet un minimum en - ayant pour valeur —.
) 2 2 .
On sait que [U'; Hx:'[C 3 too| car T < () done le minimum

de la fonction f sur Uintervalle [0; +oo| est 7

3. Conclusion:
bl

Le minimum de la fonction f sur Uintervalle [0; +oo| est —.

On conclut done que pour tout @ € [ﬂ, +oo[,1 flx) = 3.
Dol pour tout x € [0; +oof, 3z° — 4z + 5 > 3.

Exercice 2

Soit la fonction f définie sur |1, +oo| par :

f(z) =2+ z — 2/



1. Déterminons f'(z). 3. Dressons le tableau de variations de f.

La fonction & + 2% +  est une fonetion polyndme done elle est Calculons d’abord les limites de f aux bornes de l'intervalle |1, +-oc.
définie el dérivable sur R en particulier sur |1, +oc. o lim f(z)= lim (2> +z—2y7) = lim 2% = +oo
. : . - . T+ + T+
La fonction @ +» y/x étant la fonction racine carrée alors elle est jf_{}l }m 0 o e
= [ ] =
dérivable sur |1, +ool.
Par conséquent, la fonction f est dérivable sur |1, +oo| comme T |1 Fod
somme de deux fonctions dérivables sur U'intervalle |1, +o0. oo
Pour tout x € |1, +oa], p /
, 1
fla) =20 +1-2%x —— 0
2/
9] — 1 4. Donnons les extremums de la fonction f sur |1, +ool.
N La fonction f n'admet quun seul extremum sur |1, +oof.
. Clest le minimum ayant pour valeur 0 qui est atteint en z =1
2. Etudions le signe de f'(z).
: 1
Fla)=20+1——.
VT
Pour tout = € |1, +oal,
l<xel <z

1
el —<=1

Nz

1
&-1<——<0

VI

1
Sl<cl—-—— <1
T

7

1
eldr<drt+l——<2r+1
VT

& 2r < fiz) <22+ 1

Or pour tout = € |1, +o0[, 2z = 0.
Ainsi, pour tout = € |1, +oo|, f'(x) =0




