COURS : Fonctions — Continuité & TVI
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1 Limite finie ou infinie a I'infini

1.1 Limite finie a I'infini

Defivitiow | : Une fonction f apour %

limite £ en +oco0, si tout intervalle ouvert S
contenant ¢, contient toutes les valeurs EI_ — 4

de f(x) pour x assez grand - c’est a dire
pour x €]A; +co[. On note alors :

lim f(x)=¢ o

x—+400

La droite A d’équation y = £ est dite asymptote horizontale a ;.
On définit de fagon analogue lim f(x) =¢ avecx €| —co; BJ.
x—y—o00

Remargue : Aussipetit que soit l'intervalle contenant ¢, il faut pouvoir trouver A.

= 1 1 1 s
E:xmpl'e g By = W s IN* et x —+ — ont des limites nulles en +co.
X X X

x +— ¢* a pour limite 0 en —co.

Leurs courbes admettent alors la droite d’équation ¥ = 0 (I'axe des abscisses)
comme asymptote horizontale.

1.2 Limite infinie a l'infini

Defivition 2 : Une fonction f a

pour limite 4-co en +co, si tout inter-
valle |M; +oo| contient toutes les va-
leurs de f(x) pour x assez grand - c'est
a dire pour x €]A; +oco[. On note alors :

lim_f(x) = +oo

x—y+00
On définit de facon analogue :
lim f(x) =400 de |M; +oo[ vers | —o0; B[

xirfmf(x):—oo de | —co; m| vers |A; +oof
Hm f(x)=—oco de | —o0; m[ vers | —oo; B[

xX——00




Aussi grand que soit M, il faut pouvoir trouver A.

Remargue :

Exv.r-_mfu'e :

x—x",nelN* x— /x et x+— ¢ ont pour limite 4+-c0 en +co.

x +— x" a pour limite +co0 en —oo si 1 est pair et —co en —oo si 1 est impair.

Une fonction peut tendre vers 400 en 400
de plusieurs fagons. C’est le cas par exemple

des fonctions x — x2
X

e x > x? tend « rapidement » vers 'infini.
La concavité est tournée vers le haut.

e x — x tend « moyennement » vers l'infini.

, X x et x> /X )

Trois fagons de
tendre vers +co

Pas de concavité. NE:
e x — /x tend «lentement » vers l'infini. N
La concavité est tournée vers le bas 0
1.3 Limites en l'infini des fonctions de référence
n 1 1 x x
f(x) x e Vx . e
x™ Vx
lim f(x) +00 0 +00 0 +o0 ol
* 3 foo 0a<0O
Y ~+oco 1 pair non non 0a>0
xﬂli‘mf(x) —co n impair g défini défini 4ooa <0

2 Limite en un point

2.1 Limite infinie en un point

Delvition 3 : Une fonction f a pour limite

+o0o en 4, si tout intervalle |M;fco| contient
toutes les valeurs de f(x) pour x assez proche de
a - c'est a dire pour les x d"un intervalle ouvert
contenant 2. On note alors :

lim f(x) = +c0

xX—a
La droite A d’équation x = a est dite asymptote
verticale a ¢

On définit de facon analogue 3:13}1 f(x) = —o0 0O

o = = =

On définit la limite & gauche ou a droitede x = a
lorsque la limite en x = a n’existe pas :

limite a gauche:  lim f(x) ou JEEE f(x)

a droite

x<a
limite a droite : ilgrﬂ f(x) ou x]ir?+ f(x)
xX=a

1 Limite
La fonction x +— — n’admet pas de limite en 0, a gauche

mais admet une limite & gauche et a droite de 0.

2.2 Limites en 0 des fonctions élémentaires

(%) % %
x]iﬂ;k f(x) +c0 +oo

lim f(x) +0o0 n pair

e —oo 1 impair non défini

2.3 Limite finie en un point

Deéfinition 4 : Une fonction f a pour

limite £ en a4, si que tout intervalle ou-
vert contenant £ contient toutes les va-
leurs de f(x) pour x assez proche de a.
On note alors :

lim f(x) = ¢

X—da

Exemple : limx? —1=3.
x—2

Une fonction peut ne pas étre définie et 5
admettre une limite en a. S "
e i
Par exemple la fonction x 4
x X
G - —_— e—1
n'est pas définie e:;t 0 j{nals : 2 flry=—
er — .
T 1 —//J»‘
x—0 X -
Taux d’accroissement de exp en 0. 3 -2 -1 0 1 2 3




2 ~ -
Remargue : Parfois la fonction f n'admet pas une li-
mite en 4, mais admet une limite a droite et une limite a 1 —
gauche. C’est le cas de la fonction partie entiere E. On a ! N
parexemple: lim E(x) =1 et lim E(x) =2 4 0 HER T
x—2- x—2+ Lol

3 Opérations sur les limites

Soit f et ¢ deux fonctions et a un réel ou +c0. On note EI. une forme indéterminée

3.1 Somme de fonctions

lim f(x) ¢ ¢ £ | 400 | —o0 | 0
X—da
. ! e " —
l]ir}zg(x) Vs +00 00 | 400 00 0o
lim [f(x)+g(x)] | £+2 | 400 | —c0 | 400 | —co | EL
X—d
Exemples :

1) Limite en +oo de la fonction f définie sur R* par: f(x) = x +3+ %
lim x+3 =400

Epa Par somme
] i =
im - =0 xEToof(x) =+
x—4c0 X

2) Limite en +c0 et —co de la fonction f définie sur R par: f(x) = x> + x

lim 22 = +c0

W Par somme

: s im x) = +o00
xlj}l’_}f_’lwx =t Xﬁ‘+°°f( )

: 2

= Jo0
xl_l)rfloo * 2 Par somme, on ne peut conclure
Iim x= o Forme indéterminée : +co — 0

X——00

3.2 Produit de fonctions

lim /(x) ¢ |e£0] o &

= el

i}irég(x) 0 00 0
= !/ * *
il_rgf(x) X g(x) £ sk oo EL )

*Appliquer la régle des signes

Exemples :
1) Limite en —co de la fonction précédente : f(x) = x? + x
Pour lever la forme indéterminée, on factorise f(x) par le terme prédominant :

1
fE) = tx=o" (1+x)
Omn a alors avec le produit :

. 5
xl_1£1w e Par produit

g xgL | Sl
X——00 e
2) Limite en +o0 de la fonction définie sur R par: f(x) = x — /x
Forme indéterminée, on factorise f(x) par le terme prédominant :
1
f(x):x—\/y_c:x(l—ﬁ)

Iim x = 40

x—4+o00 Par produit
. L Hm f(x) = +oo
-k

3) Limite a droite de O de la fonction définie sur R* par: f(x) = % sin x

1 ;
lim — = 4o Par produit, on ne peut conclure
x—0+ X
lilgl sinx =0 Forme indéterminée 0 x oo
x—U—

3.3 Quotient de fonctions

chlig Fi(x) £ ££0 0 £ 00 00
i ! M r (1)

chliré gx)| £#0 0 0 00 £ 00
im @ £ oot FI 0 oot EL

wig(x)|

*Appliquer la régle des signes (1) doit avoir un signe constant



E'x&mflas :

2x —1
1) Limite en —2 de la fonction définie sur R — {—2} par: f(x) = ;_'_ 5
On détermine le signe de (x +2) : x —00 2 +o00
x+2 - 0 +
Jim 2x—1=-5] Ppar quotient
5 — 0+ lim x) = —o0
xil]r_r;+x+2_0 x_}_ZJrf( )
lim ¥4 2=—0" lim f(x) = +o0
x——2- x—=2
On en déduit alors une asymptote verticale d'équation x = —2.
—— . — 2x+1
2) Limite en +co de la fonction f définie par : f(x) — 312

s¢]

Forme indéterminée : —. On factorise numérateur et dénominateur par le
oo

terme prépondérant :

1 1
_ 2x+1 _x(2+;) _2+§

T %k 2 2% 2
e x(3+—) st —
X X

Lim 2+ 1 = 2| Par quotient

f(x)

On obtient alors: *7*% ; i, Pl 2
: _ im f(x) =z
A Bis =B ] i 3

3.4 Conclusion

Il existe quatre formes indéterminées ot les opérations sur les limites ne per-
mettent pas de conclure. Dans les cas d'indétermination, on peut :

e mettre en facteur le terme prépondérant (pour les polyndémes et les fonctions
rationnelles) en l'infini,

e simplifier pour la forme zéro sur zéro en un point,

e multiplier par la quantité conjuguée (pour les fonctions irrationnelles),
e utiliser un théoréme de comparaison,

e effectuer un changement de variable.. ..

4 Limite d"une fonction composée

Théoreme | : Soit deux fonctions f, ¢ et a, b, ¢ des réels ou +oo.
lim f(x) =b
X—a .
im =
gy —c( = Hmslf@l=c
x—b

Exam,nles : Déterminer les limites suivantes :

—0| Parcomposition,ona:

lim ———
1 z

1) lim cos (2—1) . Enreastl ) 1 B

bt ¥4 T xgrfw cos (3 )= 1

x—=0
lim S = —oo | Par composition, ona:
2) lim ex: *70°% 5 1 "
0— « ® =
x— xl;l)lzlooex :O x_}]l‘gl_e

1
On peut éventuellement faire un changement de variable en posant X = —:
x

. 1 ! x
lim ex = lim e* =1
x—0— X——o0

Théoréme 2 : Limites de fonctions et de suites

Soit une suite (u,) définie par : u, = f(n). f estalors la fonction réelle associée a
la suite (u,). Soit a un réel ou +oo.

AnfE)=e = lo =

Exemple : Soit la suite (1,,) définie pour tout n € N* par: u, = 4/2+ %

Soit f la fonction définie sur |0; +oco[ par: f(x) = 4/2+ %
lim 2+ 12 =2| Par composition
g ik li . lim u, = V2
il_rﬂﬁ — V2 x_l}r};f(x) — n—+co




Remargue. : La limite de f est transmise a la suite mais la réciproque est fausse.
Une suite (1, ) peut admettre une limite sans que sa fonction associée en ait une.

Pour s’en convaincre :
. . . fx)=2 sixeN
Soit la fonction f définie sur R par : )
f(x) =1 sinon

La limite de f en +oco n’existe manifestement pas.

Iim u, =2.

n——+00

2 . '] (3 . .
La suite (u,) définie par u, = f(n) est constante et IL_}_[]_[]_[}_[
ol 1 2 3 4

5

5 Théorémes des gendarmes et de comparaison

Theoreme 2 : f, g, h trois fonctions définies sur I =|b ; +o0] et £ un réel.
Sipourtoutx € I:
Théoréme des « Gendarmes » (pour montrer une limite finie)

8(x) < f(x) < h(x)
lim g(x)= Lm h(x)=1¢

x—+co X—+00

= lim f(x)=¢

X—+00

Théorémes de comparaison (pour montrer une limite infinie)

f(x) = g(x) } . f(x) < g(x) } :
; BT lim f(x)=+4c0 im (1) ——co = Im f(x)=—c0
Jm () =+ ara Jim_g(x) Parai™
Démonstration :

1) Théoréme des gendarmes : en +0o0
Si lim g(x) = lim h(x) = £ alors, d’apres la définition des limites finies,
x—+oo X—+oo

tout intervalle ouvert ] contenant ¢, contient toutes les valeurs de g(x) et h(x)
pour x assez grand.

Comme ¢(x) < f(x) < h(x) il en est de méme pour f(x).

Conclusion : xl_l}}_’lco ¥l =#

2) Théoréme de comparaison : en +co dans le casou  f(x) = g(x)
Si xgr}rlm g(x) = +oo alors d’apres la définition des limites infinies, tout inter-
valle ouvert |M ; +o0|, contient toutes les valeurs de g(x) pour x assez grand.
Comme f(x) = g(x) il en est de méme pour f(x).

Conclusion : xljfrfoo f(x) = 400

Exemples :

sin x
=0

1) Montrer que lim
Xx—+4oo X

Pour tout réel positif x :

_1<sinx< 1 +<x:‘30—%$f(x)g%

: 1 J
or lim —(— = lim — =0
Xx— 400 X x—too X

D’aprés le théoréme des Gendarmes, on a : i
im f(x)=0 .

x—+0o —1

2) Déterminer lim x +cosx

xX—+o0

Pour tout réel x :
X
cosx = —1 PES x+cosx =x—1

or lim x—1=+toeo,
x—400

d’apres le théoréme de comparaison, on a :
lim g(x) = +oo

X—+00

6 Continuité

6.1 Continuité en un point

Deéfinition S : Soit une fonction f définie sur un intervalle ouvert I contenant

le réel a. On dit que f est continue en 4 si et seulement si : li:\n flx) = fla).
X—a

La fonction f est continue sur un intervalle I si, et seulement si, f est continue
en tout point de L.

Remargue : Graphiquement, la continuité d"une fonction f sur un intervalle I se
traduit par une courbe en « un seul morceau ».

A
3 i 3
sautI |
2 2
\ \
4 O HEYEYENE Y -1 O 1
f continuesurI =[-1,5; 5,5] f discontinue en 2 car lim, f(x) =3 # f(2)



La fonction de droite représente une disconti-
nuité par «saut ». Un autre exemple bien connu 2
est la discontinuité de la fonction partie entiére - saut

en chaque valeur entiére. ! f -
Cependant d’autres discontinuités existent et ; >
I'expression « en un seul morceau » n’est alors 9 Isaﬂt '
pas correcte. Il faut alors revenir a la définition .

de la limite

1
flx)= sin; pour x # 0
f(0)=0
f n‘admet pas de limite en 0 mais I'on observe aucun
«saut ». La fonction oscille de plus en plus en 0 entre les
valeurs —1 et 1. En 0, la fonction tend vers une «oscillation
infinie » qui explique la non continuité.

Soit f définie sur R par {

6.2 Continuité des fonctions usuelles

On a le tableau de continuité des fonctions de référence suivant :

Intervalle de continuité

flx)=x", n €N R

Fonctions usuelles

fx) =L, nenN

f(x) = Vx [0; +oo]

f(x) = |+ R

filx) = & R
f(x) =sinxet f(x) = cosx R

] —c0; 0] et]0;+oo]

Théeoreme 4 : Continuité des fonctions usuelles (admis)

Toutes fonctions construites par somme, produit, quotient ou composition a par-
tir des fonctions de référence sont continues sur leur ensemble de définition.

6.3 Continuité et suite

Théoréme S : Théoréme du point fixe

Soit une suite (1, ) définie par la relation u,, .1 = f(u,) convergente vers £.
Si la fonction associée f est continue en £, alors la limite de la suite ¢ est solution
de I'équation f(x) = x.

Déemonstration :

On sait que la suite (uy) est convergente vers £ donc : 1_1&1 up =4£
n 00
De plus, la fonction f est continue en ¢ donc : lirrk flx) = f(£)
x—»
Par composition, on en déduit que : nngf(un) =f(f) ngl:r{-lcc up1 = f(€)

or nglfmu,, = nﬁffm”"“ donc ¢ = f(¥)

Remargue : La condition de continuité de f en £ est indispensable.

Comme £ n’est «a priori » pas connue, on donnera en pratique l'ensemble de
continuité de la fonction f.

Sil'équation f(x) = x admet plusieurs solutions, on encadrera ¢ pour choisir la
solution correspondante a la limite.

Ug = 0

Exemple : Soit la suite (1, ) définie par
ple ( n) p {umrl— B, +4

On montre par récurrence que (uy ) est positive, croissante et majorée par 4, d’aprés
le théoréme des suites monotone, () est convergente vers une limite £.

La fonction x — +/3x +4 est continue sur [—
le théoréme du point fixe, sa limite £ est solution de l'équation f(x) = x.

xtd=x 3 3xr4d=x

3
i —|—oo[ donc sur [0; 4], d’aprés

2 = 2 3x—4=0 = x=-1loux—4

Comme u, > 0, la seule solution acceptable est 4. La suite (1) converge vers 4.

6.4 Continuité et dérivabilité

Exahffe : La fonction x + e5(**+1) est continue sur R par somme et compo-
sition de fonction continues sur R.

Theoreme b : Admis

e 5i f est dérivable en a alors la fonction f est continue en a.

e Si f est dérivable sur un intervalle [ alors la fonction f est continue sur L.




“Deémowstration : Montrons que la dérivabilité en a entraine la continuité en a.

Pour x # a, posons t(x) le taux d’accroissement de la fonction f ena:

(0 =T0ID o (i = f0) - f@) = f) = @)+ f@)

a
La fonction f est dérivableena: lim #(x) = f/(a) et limx—a =0
xX—da x—a
donc par produit ill?}z(x —a)t(x) =0 etparsomme chlir;(x —a)t(x)+ f(a) = f(a).

On a alors : lim f(x) = f(a). La fonction f est continue en a.
X—a

Remargue : La réciproque de ce théoréme est fausse. Une fonction peut étre
continue en un point 4 sans pour cela étre dérivable.

C’est le cas de la fonction valeur absolue, VA, x — |x| en 0.

e VA estcontinueenO:

lim |x| = lim —x=0

x—0- x—0~—

Wi, |3 = Dl =0 &
x—0+ x—07F

donc lim |x| = 0= |0| ?
x—0 1

e VA n’est pas dérivableen 0 : pente —1 pente +1
: x| -0 o K 43 42 4O
hm | | - l]m — _1 3 2 1 . 1 2 3
x—0 x—0 x—0- X

La courbe est en « un seul morceau »
=1 et posséde un point anguleux en 0.

|x| =0 lim

x—0+ x—0 x—0+ X
Pas de limite du taux d’accroissement en 0.

6.5 Continuité et équation

Théoreme 7 : Théoréme des valeurs intermédiaires - Admis

Soit une fonction continue sur un intervalle [ = [a, b].
Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), I'équation f(x) = k admet au moins
une solution c dans L.

ReMM-Q’ua Ce théoréme résulte du fait que
I'image d’un intervalle de R par une fonction
continue est un intervalle de R

Ci-contre, k est bien compris entre f(a) et f(b). k
L’équation f(x) = k admet donc des solutions.

L'existence de ¢ ne veut pas dire qu’il soit fOT i I ]
unique. Ici, il existe 3 valeurs pour c : ¢y, ¢3, c3.

L
Ol a g 0 c3p

Théoreme 8 : Théoreme des valeurs intermédiaires bis - TVI

Soit une fonction f continue et strictement monotone sur I = [a, b].
Pour tout réel k compris entre f(a) et f(b), ’équation f(x) = k admet une unique
solution dans I

Deémonstration : Lexistence d'une solution est 3
: L i f(b)
montrée par le théoréme précédent. On montre
I"unicité par I'absurde : supposons que l'équation k
f(x) = k admette deux solutions distinctes ¢; et
¢y, avec ¢1 < ¢y, la stricte monotonie de la fonc-
tion f entraine pour f croissante f(c1) < f(ca), f(a) ¥~
ou pour f décroissante f(c1) > f(cq), ce qui est
contradictoire avec f(c1) = f(c2) = k. 0

\

e B e e i e

R ——
o -—=-=-—-———

Remargue :
o Ce deuxiéme théoréme est aussi appelé théoréme de la bijection. Par la suite
on appellera ce théoréme, le théoréme des valeurs intermédiaires, noté TVL

e On généralise ce théoréme a l'intervalle ouvert I =|a, b[. Le réel k doit alors
étre compris entre lim f(x)et im f(x)
x—at x—b—

¢ Lorsque k = 0, on pourra montrer que f(a) x f(b) < 0.

e Un tableau de variation pourra étre suffisant pour montrer la continuité et la
monotonie de la fonction.

Exemple : Soit la fonction f définie sur R par: f(x) = x* +x — 1.

Montrer que I'équation f(x) = 0 n’admet qu'une solution sur R.

On donnera un encadrement a l'unité de cette solution.

Trouver ensuite, a 'aide d'un algorithme un encadrement a 10 de cette solution.




