COURS : Fonctions — Dérivation & Convexité
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1 Rappels sur la dérivabilité

1.1 Définition

“Deéfivition | : Soit une fonction f définie sur un intervalle ouvert I contenant 4.

La fonction f est dérivable en a si et seulement si le taux d’accroissement de f
en 4 admet une limite finie £, c’est a dire :

lim}w = { ou encore lim'M =1
h—0 h x—a Fim i

Dans ce cas, on appelle £ le nombre dérivé de f en a et on le note f'(a)

Lorsque la fonction f est dérivable sur un intervalle I, on note f’, la fonction
dérivée qui a tout x de I associe son nombre dérivée f'(x).

R&MM‘%}& :

e Sila fonction f est dérivable en a alors la fonction f est continue en a

e Les physiciens expriment volontiers une variation a 1’aide des symboles A et d.

Ils notent Ax =x—a et Ay= f(x)—f(a); ou dx et dy pour une variation
trés petite. On obtient alors la notation différentielle de la dérivée :

f= e fay=Lw
f(x)=x*—2x—-2 sixg1

fx) =

E'xun}bfe : Soit la fonction f définie par :
six >1

e Continuité de fen1: xlir{lﬁf(x) = xJiI{1+f(x) = (1) =—3

e Dérivabilitéen1:
on étudie les limites a gauche et a droite du taux de variationen 1:

2 2
ccq, JAEM—FO) _Q+RP-204m)-2-(=3) _ R _,
h h h h—0-
1+h—4 3
eeq, FAEN —f) _ Tan 0 4k _ 4 1
o h h h(1+h)  1+h koot
Donc les limites ne sont pas égales donc la fonction f n’est pas dérivable en 1.
Graphiquement la fonction f est en un seul \ ' "
morceau (continue en 1) et posséde un point [
anguleux en 1 (non dérivable en 1). 2 -1\0 1 2 1

1.2 Interprétations

1.2.1 Interprétation graphique

Theoréme | : Tangente.

Lorsque f est dérivable en g, la courbe repré-
sentative € de la fonction f admet au point
A(a, f(a)) une tangente de coefficient direc-
teur f'(a) dont I"équation est :

(M: y=fl(a)(x—a)+ f(a)




Remargue : Retenir que f '(a) représente le coefficient directeur de la tangente.

1.2.2 Interprétation numérique

Théeoreme 2 : Siune fonction f est dérivable en 4, une approximation affine,

lorsque a + h estvoisinde aest: f(a-+h) = f(a) + hf'(a).

Exemple : Déterminer une approximation affine de /4, 03.

Soit f(x) = +/x, donc f'(x) = % avec a=4 et h=0,03.
x

V4,03 = f(4) +0,03f'(4) ~2+0,03 x i 2,007 5
La calculatrice donne /4, 03 = 2,007 486, la précision est donc de 104

1.2.3 Interprétation cinématique

Si x(f) estlaloi horaire d'un mouvement sur (Ox), alors x'(#) représente la vitesse
instantanée a l'instant {. De méme, si v(t) est la vitesse instantanée a l'instant ¢,
alors v'(t) représente 'accélération « a l'instant #.

dv  d%x

dx
En notations différentielles: v = — et a = — = —.
dt dt  df?

1.3 Signe de la dérivée, sens de variation

Théoréme 2 : Soit une fonction f dérivable sur un intervalle 1.
e Si f' =0, alors f est constante.

e Si f' > 0 (sauf en quelques points isolés de I ou f' s’annule), alors f est stric-
tement croissante sur L.

e Si f' < 0 (sauf en quelques points isolés de I ou f’ s’annule), alors f est
strictement décroissante sur L.

Ewriua : L'étude des variations d"une fonction dérivable consiste a étudier le
signe de la dérivée.

Exemple : Soit la fonction f définie sur R par: f(x) = x> —6x? 4 1.
o festdérivablesur Ret f'(x) =3x% —12x = 3x(x —4).

e fl(x)=0 & x=0 ou xp=4

o f'(x) est positive & I'extérieur des racines et négative a I'intérieur.

X —00 0 4 +o0
f(x) + l%) = fl) +
f(x) 3 B ! TR 5 T e

1.4 Dérivée et extremum

Théoréme 4 : Soit une fonction f dérivable sur I ouvert contenant a.
e Si f admet un extremum en a alors f'(a) = 0.

e Si f'(a) =0 et si f’ change de signe en 4 alors f admet un extremum en 4.

Remargue : Les extremum dune fonction sont a chercher parmi les zéros de f,
mais f'(a) = 0, n'implique pas nécessairement un extremum en a.
Si f(x) = x® alors f'(x) = 3x% donc f'(0) = 0 et 0 n’est pas extremum..

Conségquence Les problemes d’optimisation consistent a déterminer une fonc-
tion dérivable et a déterminer les extremum locaux.

2 Dérivée d'une fonction composée

2.1 Composition de deux fonctions

"Deéfivition 2 : Soit u et v deux fonctions définies respectivement sur I et ] tels
que u(I) C J, cest a dire que pour tout x € I, u(x) €]J.
On appelle composée de u par v, la fonction notée v o 1, définie sur I par:

vou(x)=wv[u(x)]

EX&MP!’& : u(x) =3x—4 et v(x)=+/x alors vou(x) =v(3x—4)=+/3x—4
4

v est définie sur ] =R, la condition sur I est 3x —4 >0 soit] = [5;4—00[

On peut faire le schéma suivant: x 2y 3x—4 VvV3x—4

2.2 Monotonie d"une fonction composée

Théeoreme S : Soit les fonctions u et v définies respectivement sur I et u(I).

e 5iu et v ont méme variation alors v o u est croissante sur L.

¢ Siu et ont des variations opposés alors v o u est décroissante sur L

Demenstration : Dans le cas ol u croissante sur I et v décroissante sur u(I).
uest croissante: Vx1,x2 €1, x1 <x2 = u(x) < u(x)

vestdécroissante : Vu(x1),u(x2) € u(Il), u(x1) <u(x2) = vfu(xi)] > vfu(xa)]
Onadonc: Vxi,x0 €, x1 <x2 = v[u(x1)] > ovfu(x2)]

La fonction v o u est décroissante sur .




Exemple : Soit f définie sur | — oo; 1] par: f(x) = 1 —x.

La fonction f se décomposeenvou,avec: u(x) =1—x et v(x) = /x

La fonction u est affine décroissante sur | —oo; 1] et v est croissante sur [0 ; f-o0|
d’aprés la monotonie des fonctions composées, f est décroissante sur | —co ; 1]
A Il n’est donc pas nécessaire pour ce cas de déterminer le signe de la dérivée

pour connaitre les variations de la fonction f.

2.3 Dérivée de la composée

Theoréme b : Soit u et v deux fonctions dérivables respectivement que T et J

tels que u(I) C J, alors la fonction v o u est dérivable surTet: (vou) =u'xv ou

Exemple : Soit la fonction f définie sur R par: f(x) = cos(x* —1).

e On décompose la fonction f =vou avec u(x) =x>—1 et v(x) =cosx
e u et v sont dérivable sur R donc f est dérivable sur R.

o f'(x) =u'(x) x v’ ou(x) = 2x[—sin(x? — 1)] = —2xsin(x? — 1)

Deémonstration : Lidée de la démonstration est d’étudier la limite du taux de
variation de f = v o u au voisinage d'un pointa € I avecVx # a, u(x) # u(a).

flx) = fla) _wou(x)—vou(a) olu(x)] —ovlu(a)] —u(x)—u(a)

x—a x—a  u(x) —u(a) x—a

dérivée de v en u(a) dérivée de u ena

d'ott (vou)(a) =v'[u(a)] x u'(a)

3.1 Dérivée des fonctions élémentaires

Fonction Df Dérivée Df;

flx) =k R fl(x)=0 R

flx) =x R fl(x) =1 R

fx)=x" neN* | R F(x) = nxn1 R

=1 I e

Flx) = xi neN* | R* F(x) = x:H R*
FO=vE el | @ =g | el

fx) =e R fx) = e R

£(x) = sinx R £(x) = cosx R

F(x) = cos x R F(x) = —sinx R

Remargue : La dérivée de la composée explique les autres formules.

Exemples :

e f(x) = (Bx—5)* forme (u") doit f'(x) =4 x3(3x 5% =12(3x —5)?

2x +1
e f(x)=+vVx2+x+1 forme u) dou fl(x)=— "
¥ F0) = ¢ % fomae () dole )= —Be 5P

e f(x) =sin(e*) forme (vou) d'ou f'(x) = e*cos(e)

3.2 Regles de dérivation

Dérivée de la somme

(u+o) =u+7v

Dérivée du produit par un scalaire

(ku)' = ku'

Dérivée du produit

Dérivée de l'inverse

(uv) = u'v+uv'

Dérivée du quotient

Dérivée de la puissance

Dérivée de la racine

Dérivée de "exponentielle

Dérivée de la composée

(vou) =u' xv'ou




4 Convexité

4.1 Définitions

Défivitiond 2 : Soit une fonction f de courbe représentative ‘ff.

e On appelle sécante de ¢ la droite passant par B

deux points de %%.

p f S D

e On dit que f est convexe sur I si ‘d} est en des- Concavel Convex

sous de ses sécantes sur L. v
e On dit que f est concave sur I si %f est au des- O )Q/

sus de ses sécantes sur L. e

Remargue : Lesigne de la dérivée seconde donne les variations de la fonction f.
e Si f” > 0l'accroissement de f augmente avec x : cas de la fonction x — e*.
e Si f" < 0l'accroissement de f diminue avec x : cas de la fonction x +» /x

En cinématique, la dérivée seconde de la loi horaire donne "accélération.
Exemple : Soit la fonction f définie que R par: f(x) = 2x* + 5x% —3x — 1.
f est deux fois dérivable sur R : f'(x) = 6x2 +10x —3 et f”(x) =12x+10

Théoréme B : Soit f une fonction deux fois dérivable sur L.
e f est convexe sur I si, et seulement si, f" > 0.

e f est concave sur I si, et seulement si, ' < 0.

- o 1

Exemples : La fonction inverse x + — est convexe sur R* et concave sur R .
x

Les fonctions carrée et exponentielle x — x? et x — ¢* sont convexes sur RR.

La fonction racine x +—+ /X est concave sur R

4.2 Inégalité

Théeoreme 1 : Soit f une fonction définie sur I contenantaetbett € [0; 1].
e Si festconvexealors: f[ta+(1—t)b] < tf(a)+ (1—t)f(b).
e Si f estconcave alors: f [ta+(1—t)b] = tf(a)+ (1—t)f(b).

“Démeonstration : Dans le cas oit f est convexe.
Soit A(a; f(a)) et B(b; f(b)).

b—x

b—a

onaalors x =ta+ (1 —£)b avec t € [0; 1]

Soitx € [a; b], on pose t=

On peut montrer alors que : yy = ff(a) + (1—t) f(b)

Le point M est en dessous du point N donc ym < yn

flta+(1-t)b] < tf(a) + (1—£)f(b)

4.3 Dérivée seconde

“Deéfivitien 4 : Soit une fonction f deux fois dérivable sur L.

On appelle dérivée seconde de f, notée f”, la fonction dérivée de f': f” = (f')'.

Exemple : Reprenons: f(x) =2x>+5x>—3x—1, ona: f"(x)=12x+10.
10 A

5
e f'lx)=0 & 12x+10=0 & =z

5 5 1
e Si x> 2z @ f"(x) > 0, lafonction f estconvexe.  [concave) “c¢nveye

I
5 :
eSi x< g f"(x) <0, lafonction f est concave. / T 750 7

“Deémonstration : Dans le cas ou f” > 0.

Soit a € I, montrons que % est au dessus de la tangente T, en 4.

Ta: y = f'(a)(x —a) + f(a), posons ¢(x) = f(x) — [f'(a)(x — a) + f(a)].
@ est dérivable sur I par opérations sur des fonctions dérivables.

p(x) = f(x) — fl(@)x +af'(a) - f(a) = ¢'(x) = f'(x) - f'(a)
e —

constant
f" > 0 donc la fonction f’ est croissante sur I donc : . =
eSix>a = fl(x)> f'(a) = ¢'(x)>0. ¢’ (x) _ q) i

eSix<a = fl(x)<fl(a) = ¢'(x)<0.

\ /
* p(a) = f(a) — f(a) =0 i 0

Vx€l, @(x) > 0. La courbe % est au dessus de T,.



Delivition S : Point d’inflexion

Soit f une fonction deux fois dérivable sur I de courbe représentative céf.
Soit A un point de % de tangente T,.

* On dit que ¢ admet un point d’inflexion en A si la tangente T, traverse €.
¢ Si f"(a) =0 enchangeant de signe alors ¢y admet un point d’inflexion en a.

Remargue : Le fait que la tangente T, traverse la courbe %} cela signifie que T,
change de position par rapport a 6% (au dessus puis en dessous ou inversement).

Si f" change de signe en a alors f' ne change pas de signe en 4.

;

Ta

La courbe est ¢
dessous de la taf
gente f"(x) <0

Concave

/

\

%

Convexe
La courbe est au
dessus de la tan-
gente f”(x) >0

/

Point d’inflexion
f"(a) =0

T, traverse %”f




