T'D Convergence et Limites de Suites - Tale spé

Correction 1

1
1. Une suite arithmétique de raison 5 vérifie la relation :
Unp+1 = Up + 5

Ainsi, on obtient la valeur des cinq premiers termes de
la suite (un) :

® 'U:O:é
4
2 4 2 4
.uQ:ul_A'_l:?_Fl:z
2 4 2 4
7 1 9
o U3:U2+§:1+§:1
9 1 11

3
2. La suite (un) est arithmétique de premier terme 1 et de

. .. . .
raison —; ainsi, le terme u,, de rang n vérifie explicite-
ment la gormiﬂe suivante :

3. D’aprés la formule explicite du terme u,, de rang n, on
obtient :

3 1 13
3 1 3 27

La somme S est la somme des termes conséctuif de la
suite de us & uyo; c’est donc la somme de 12—54+1=38
termes consécutifs de cette suite; ainsi, la valeur de S
est donnée par la formule:

13 27
(us tup)xs (7 +7)8

5= 2 - 2
13 27 40
= (Z+Z)X4_ x4 =10
Correction 2

1. Lasuite (un) est une suite géométrique de premier terme

77 et de raison —; ainsi, on peut déterminer les cinq
premiers termes de la suite:
o 16
Uy = —
Y
o 3 16 8
u —X— ==
L=9% % Ty
o 3 8 4
u —X— =
2737973
3 4
® = — - = 2
U= 573
3 6
"=y 2
2. Lasuite (u ) est une suite géométrique de premier terme

— et de raison —; ainsi, le terme u,, de rang n est don-

née par la formule explicite suivante:

(3’

Unp U()q

3. La suite S est la somme des termes consécutifs de rang 3
au rang 16; ainsi, cette somme comprend 16—3+1=14
termes. D’aprés la formule de la somme des termes d’une
suite géométrique, on a la valeur de S':

S:u3+...

Correction 3
7
a. Zi:0+1+2+3+4+5+6+7:28

1=0

8
b. > (2—i)=(9-3)+ (16 —4) + (25— 5) + (36 — 6)
=3
+(49 = 7) 4 (64 —8)
=6+ 12+ 20 + 30 + 42 + 56 = 166
7
c. (i —
i=0

4Y)=0-4)+(1-4)+(2-4)+ (3-4)
+(4 -4+ (5-4)+ (6 -4)+ (7T—-4)
=(—4)+(=3)+(=2)+(-1)+0+1+2+3=—4

1 1 1 1 1

1 1
D Y T
;z 1723 156

_ 6030 20 15 12 10 147 49
60 60 60 60 60 60 60 20

sl 1, 1.1 1 14, 36 16, 0
12 1 4 9 16 144 144 144 144

: z[z}(z)(z)(z)(z)
=(0)+(0+1)+(0+1+2)+(0+1+2+3)
=0+1+3+6=10

Correction 4

a. La relation de récurrence est définie pour n€N*. Ainsi,
cette relation est d’abord définie pour n=1 et ainsi,
s’écrit :

Ul+1 = 2"(,&1 -3
U9 = 2-11,1 -3
Ainsi, cette relation permet de définir uo mais pas uq :
cette suite n’est pas définie.

b. Les deux informations suivantes:
U =1 ; Upt1 = Uy, —3
permettent de connaitre la valeur du terme de rang 1.
Pour cela, remplagont dans la formule de récurrence n
par O:
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Up4+1 = Uo — 3
Uy = 1-3
Uy = —2
Or, cette derniére valeur est en contradiction avec la
valeur de u; donnée dans ’énoncé: la définition de la
suite (un) n’est pas cohérente.

c. La formule de récurrence de 1’énoncé est définie pour
n€N; ainsi, la premiére valeur prise par n est 0. La
formule de récurrence s’écrit alors:

ug = 2'U0,1 -2
ug = 2~u_1 -2

L’expression u_; ne définit pas le terme d’une suite
numérique.

d. Pour n=1, la formule de récurrence donne ’égalité:
Up—1 — 2 Ug — 2 (71) -2 -3
Ul = = = = —
"Tuii 1 w41 (-1 0
On vient de montrer que le terme de rang 1 de la suite

(un) n’est pas définie: la suite n’existe pas.

Correction 5

1. (a.) La suite (un) vérifie les deux propriétés suivantes:

ug = —5 Upt1 — Up

=[-5+9(n+1)] — (-5+9n)
=-5+9n+9+5-9n=9
On vient de montrer que la suite (un) est une suite
arithmétique de premier terme —5 et de raison 9.

b.) On a la limite suivante:
lim 4w, = lim 9n—-—5=4c
ni—+00 n—+00
2. (a.) La suite (vn) vérifie les deux propriétés suivantes:
1 n+1
v, 2 (7) 1
vg =2 ntl _ 3 = -
Ty, 9. (})" 3
3

Ainsi, la suite (vn) est la suite géométrique de premier

terme 2 et de raison 3

1
b.) Ayant I’encadrement 0< 3 <1, on a la limite:

. 1\"
Jm (5) =0
On en déduit la limite de la suite (vn) :

. . I\»
lim v, = lim 2(§) =0

n+—-+oo n+—-+oo

Correction 6

1. La raison de la suite (un) étant positif et son premier
terme étant négatif, on en déduit que tous les termes de
(un) sont négatifs.

La raison étant strictement supérieure a 1, on en déduit :
lim u, = —00
n——+o0o
2. La raison de la suite (vn) étant strictement négatif, on
en déduit que les termes de cette suite auront des signes
alternés.
La valeur absolue de la raison étant strictement
supérieure a 1, on en déduit que la suite (vn) n’est pas
convergente.

Prenons pour exemple une suite (vn) ayant pour pre-
mier terme 2. Voici un tableau de valeurs de la suite

(vn) -

n 0 1 2 3 4 5 6
vp | 2 —6 18 | =54 | 162 | —486| 1458

3. La raison de la suite (wn) étant négative, les termes de

cette suite ont des signes alternés.

La valeur absolue de la raison étant strictement in-
férieure & 1, on en déduit que la suite est convergente
vers 0.

Prenons pour exemple une suite (wn) ayant pour pre-
mier terme —1. Voici un tableau de valeurs de la suite

(1)
n|ol|1] 2 3 4 5
wn | —11]0,2] —0,04| 0,008 | —0,0016 | 0,00032

Correction 7

1. (a.) Le terme de rang n de la suite (un) admet pour
expression :
U, =24+ (-1)m=2-n.
b. La somme S, des n+1 premiers termes de la suite

arithmétique (un) a pour valeur:
(n+1)(ug+un,) (n+1)(242—n)

STL = =
2 2
~ (n+1)(4—n)
N 2
c.) On a les deux limites suivantes:
lim n+4+1=+40c0 ; lim 4—n=—-c
n—-+o0o n+—-+oo
On en déduit la limite du quotient :
1)(4 —
lim S, = lim w = —00
n——+o00 n——+00 2

2. (a.) Le terme de rang n de la suite (vn) admet pour ex-
pression :

1\n
un=5(3)
b.) La raison de la suite géométrique (vn) étant différent

de 1, la somme S/, des n+1 premiers termes de la suite
(vn) a pour expression en fonction de n:

n+1
()
2

1— n+1
s =w i d 5, T
1—g¢q 1- =
2
1 n+1
1_(7) n+1
_ 2 _ N 1)
=5x—% —10x |1 (2
2

1
c.) Ayant 'encadrement 0< 3 <1, on a la limite:
im (1) =0
m (3) =

n+——+o0o
On en déduit la limite:
1 n+1
lim S, = lim 10- {1 - (7) } =10

n+——+o0o n——+oo 2

Correction 8
1. La somme S,, comporte n—3+1=n—2 termes.
Son terme de rang 3 vaut:
ug = 4x5%x (1)‘3 _4
° 5/ 5

La raison de la suite (un) géométrique étant différent de
1, la somme de ses n premiers termes s’exprime par:
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1 1\™
2. Ona0<=<1, ainsi on a: lim (7) =0
5 n—+oo \ H
On obtient la limite suivante pour la suite (Sy,):

. . ]_n—27
lim S, = lLm 17(5) =1

n——+oo n+——+oo
Correction 9

La suite (un) étant une suite géométrique de premier terme
1 et de raison 1, on en déduit la valeur du terme de rang n
par la formule explicite suivante :

x(3)" = (3)'

u’I’L: —_ = —_

2 2

La somme R, comprend (n+1) termes de ma suite

géométrique (un) dont la raison est différente de 1.

Ainsi, la somme R,, admet pour expression :

1_qn+l
R, =u, + Unt1 + - F U2y = Uy ———
L—q
1\ n+1 1\ n+1
(1>n1_(2) (1)”1_(2>
=5) —=—=) —F—
2 L 2 1
2 2

1\" n+1 n—1 n+1
SOREON OO
2 2 2 2
. 1 . .
Puisque 0< 3 <1, on a les deux limites suivantes:

n—1 n+1
lim (1) -0 ; lim 1—(1) -1

n+——+oo 2 n+——+oo 2

On en déduit la limite suivante:
1\n—1 1\ n+1
lim R, = lim (7) [1— (7) } —0
n——4o0o n——+oo 2 2
Correction 10

1. La somme S est la somme des termes d’une suite

P . 1 . 1
géométrique de premier terme 3 et de raison 3 dont

voici les premiers termes:

Uug =

U =

N = N
<
=
|

| —
<
[}
|
/
N
—
[\v]

1\3
n=(3)

Cette suite est effectué jusqu’au rang (n—1):

1 n
Un—1 = 5

La raison de la suite de ces termes étant différente de 1,
la somme de ces termes s’expriment par la formule:

1\ 7
2 3 n 1- (=
S () ey er
2
1\ 7
S INEO)
2

On en déduit la limite suivanten:
lim S= lim 1—(5) —1

n+—-+oo n—-+oo

2. On remarque que:

S/:ﬂ+5x(§)l5x(§)3+ rax(-2)

n

4 4 4 4
15 3\ 2 333 3\"
=g x(=) #ex (=) + o wex(=g)

Considérons la suite (un) de premier terme 5 et de rai-

(-7
son | —— |, 0n a:
4 )

.U,()=5
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—_
ot
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® U,
On reconnait ici les termes de la somme:

S'=u; +ustus+--+u,
La raison de la suite géométrique est différent de 1, la
somme de ces termes s’expriment par la formule:

3\ "
1— n—1+1 15 1-— (7*)
§ gy 2\ 4)

3
De ’encadrement —1 < 1 <1, on en déduit les limites:

lim (—§)"=o —  lim 1—(—2)":1

n+——+o0o 4 n+—r—+o0o
. 15 3\"™ 15 , 15
= Jm () [=7 = g=7

Correction 11
1. Voici les (n+1) premiers termes de la suite:

0
+0

<
S
|
[\
X

S
=
Il
[\
X
e N N

WIN Wi Wl

N— ~——
=
+
—_

<

¥
Il
[\
X

Ainsi, la somme S, peut s’exprimer ainsi:
2)\0 2\ "
S, = {2x(§) +~-~+2><(§) |+ 0414 +7]

que 'on peut écrire:

. :Qn+Pn
ou:

® (), est la somme des (n+1) premiers termes de la suite

géométrique de premier terme 2 et de raison 3
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Qn =2 = 2x
1-—

n+1 n+1
G0
3

2
3
2 9\ n+1
=axax1- (5) "] =ox[1- (5)"]
X 2% 3 X 3
® P, est la somme des (n+1) premiers termes de la suite

arithmétique de premier terme 0 et de raison 1.
p_ (n+1)(0+n) n(n+1)
" 2 2

On en déduit I'expression de S,, en fonction de n:

= Qo oxi- (3] D

2. Le terme T,, admet pour expression en fonction de n:

A O

" p2 n?
ox[1- ()" (n+1)
- 3 + 2
n? n?
. {1 9 n+1:|
B 1t (g) N n-(n+1)
o n? 2-n?

Etudions séparemment les limites de ces deux termes:

2
® Puisque 0< 3 <1, on en déduit la limite:

2 n+1
lim 6><{1—(7) }:6
n—-+4oo 3

On en déduit la limite du premier terme:

SO
lim s (3) =0

n+——+oo n2
n#0

® On a la transformation algébrique suivante:

n(n+1) n?+n n? n 1 1

2n2 2.2 2n2 ' 2n2 2 2n
On en déduit la limite suivante:
. n(n+1) .1 11
lim ———= lim -+ — =—

n—too 2.2 n—+oo 2 2n 2
On en déduit la limite de la suite (Tn) :
1

1
lim T, = 1 ntl,=0+-=2
Wi Tn = i Qnt 373

Correction 12

1. Voici un extrait du tableau complété:

A B C D E
Tn Yn W, tn

1| 12| 11 99
8,33 1925092083 99
8,94 19,02 |076 | 0,83 | 99
9,00 [ 9,00 | 0,01 | 0,83 | 99
9,00 | 9,00 | 0,00 [ 0,83 | 99

DO =W N~

2. (b.) Dans la cellule D3, on a saisie la formule =D3/D2
permettant de connaitre le coefficient permettant de
passer du terme wg au terme wy.

Les valeurs présentent dans la colonne D permet-
tent de conjecturer que la suite (wn) est une suite
géométrique.

3. (b.) L’égalité des termes présents dans la colonne E per-
met de conjecturer la constance de la suite (tn)

Correction 13

2. Voici la représentation des 100 premiers termes de la
suite (Mn) de points.

I
.
o

NO

.....

c

3. (a.) On peut conjecturer que ces points se situent sur le
cercle de centre O et de rayon 5.

b.) On a la distance suivante:
OMo=/{asi—z0) +(usr—s0) =/ (-3-0) +(1-0)

=V9+16=1/25=5

c.) Pour établir 1’égalité, nous utiliserons la propriété
suivante des nombres réels:
=0 ; y=0 }
2?2 < g2
qui pourrait se traduire en francais par:
“ Pour deux nombres positifs, deux nombres sont com-
parés dans le méme ordre que leur carré.”

— <y

Les distances étant des nombres positifs, comparons
les deux nombres OM,ZL et OMn+12:

® OM,” = (zum, — !Eo)2 + (ym, — yo)2
— (2, —0)% +
® OM,1? = (2u1,y — 20)° + (Yatnrs — 0)
= (0,82 — 0,6:9)" + (0,6-, +0,8y,)°
= 0,64-2,2 — 0,482,y + 0,362,
+0,36-2,2 + 0482,yn + 0,64y,

=z,? + yn2
On vient d’établir la relation demandée.

(yn - 0>2 = xn2 + yn2

d.) La phrase & compléter est :

“Si, pour tout entier naturel, les termes d’une
suite vérifie la relation up,y1=1u, alors la suite
est constante’

Ainsi, on vient de prouver la conjecture: les points de
la suite (Mn) appartiennent au cercle de centre O et
de rayon 5.

Correction 14

1. (a.) Etudions la différence de deux termes consécutifs
de la suite (vn) :

Uptl = Upy1 — 10 = (O,95~un + 0,5) —10=0,95-u, — 9,5

9,5

0,95

On vient de montrer que la suite (vn) est une suite
géométrique de raison 0,95.

=095 (un ) = 0,95 (n — 10) = 0,950,

Le premier terme de la suite a pour valeur:
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UOZUO—10:8—1O:—2

b.) La suite (vn) est une suite géométrique de premier
terme —2 et de raison 0,95.
La formule explicite des suites géométriques permet
d’obtenir I'expression des termes de la suite (vn) en
fonction de n:
vy, = —2x0,95™
2. De la définition de la suite (’Un), on en déduit ’égalité:
Uy = Uy — 10
Uy = vy, + 10
U, = —2x0,95™ + 10
3. De I'encadrement 0<0,95<1, on a la limite:
lim 0,95 =0
n——+oo

On en déduit :
lim u, = lim —2x0,95"+10=-2x0410=10

n—-+o0o n—-+o0o

Correction 15

1. (a.) La définition de la suite (w,) permet d’écrire la re-
lation:

Wpt1 = Untl — Untl = ( —3u, + 4~vn) — (2~un — vn)
= —-3u, +4v, — 2-u, +v, = —5u, +5v,
= 5~(vn — un) = 5w,
La suite (wn) est géométrique de raison 5.
b.) Le premier terme de la suite (wn) a pour valeur:
wyg=v9g—uy=4—-—5=-1
La formule de l'expression des termes d’une suite

géométrique permet d’écrire:
w, = —1x5" = —5"

2. (a.) Le premier terme de la suite (tn) a pour valeur:
to=3ug+v9g=3x5+4=15+4=19

b.) On a la relation:
tn+1 = 3'un+1 + Un+1 = 3(2un - vn) + ( - 3un + 4vn)
= 6-up — 3vy — Uy +4-v, = 3Up + Vv =1y
3. D’aprés les question 1. et 2., on a:
w, = —5" Up — Up = —O"
=
t, = 19 3 Uy + vp 19
—Uy + v, = —5"
3 Uy, + v, = 19

Par soustraction de ces deux lignes, on obtient :
— Up — Uy = —H" — 19
— 4y, =-5"—19

u 5" —19
" —4
5" +19
Un = —
5t 19
Iy
De la premiére équation, on obtient :
Up — Uy = —O"
Up = —0" + Uy
Uy = —5" + i + 19
4 4
_—4xbm 5t 19
e
_ —3x5™ 19
mETT T

lim 5" = 4o

4. Del’encadrement 5>1, on a la limite:
n+— 400

On en déduit les limites:

lim w, =400 ; lim v, = -0
n—4o0o n——4oo

Correction 16

1. ® Déterminons l'expression de a,42:
ant2 = 0,2:any1 + 1,3:bp g1

=0,2-(0,2-a, + 1,3b,) + 1,3-(—0,8-a,, — 0,2-h,,)
=0,04-a, + 0,26:b, — 1,0d-a,, — 0,26:b,, = —ay,

® Déterminons 'expression de b,y :
bpyo = —0,8-an41 — 0,2:bp 41

= —0,8(0,2-a, + 1,3-b,) — 0,2-(=0,8-a,, — 0,2:b,)
= —-0,16-a,, — 1,04-b,, + 0,16-a,, + 0,04-b,, = —b,,
2. Les termes de la suite (agn) sont :
ag =06
az =agt2 = —ag=—06 ; a4=az2=—ax=6

On observe que les termes de la suite (aQn) sont alternés.

Correction 17

1. Par définition des termes de la suite (vn), on a:
Upt1 = 0,1-upty — 0,1-(n+1) + 0,5

=0,1:(0,5-up + 0,5-n — 1,5) —0,1:-n — 0,1 + 0,5
= 0,05-u,, 4+ 0,05-n — 0,15 — 0,1-n + 0,4
0,05 0,05 0,25)
.un— .n
0,5 0,5 0,5

=0,5-(0,1-u,, — 0,10 +0,5) = 0,50,

— 0,05-up, — 0,050 + 0,25 — 0,5.(

On vient d’établir que la suite (v,) est une suite

géométrique de raison 0,5.

Son premier terme a pour valeur:

vg = 0,1-ug —0,1x04+0,5=0,1x5—-0+0,5
=0,5+05=1

Ainsi, les termes de la suite (vn) ont pour expression en

fobncetion de n:
v, = 1x0,5"

2. De la définition des termes de la suite (un), on a:
vy =0,1-u, —0,1n+0,5
vn +0,1-n — 0,5 = 0,1-u,
Uy = 10-(17,, +0,1-n — 0,5)
Uy = 10-v, +n —95
U, = 10-0,5" +n —5

3. De I’'encadrement 0<0,5< 1, on en déduit :

lim 0,5" = 0.
n——+o0o
lim 10x0,5™ =0
On a les limites suivantes: mtoo
hIJIrl n = +o0o
nk——+00

On en déduit la limite suivante:
lim u, = lim 10x0,5" +n—5=+oc0

n—-+oo n+—-+oo

Correction 18
1. Voici les cing premiers termes de la suite (uy):
® uy=0
® yu =1
® Us =T7TuL +8uy=Tx14+8x0=74+0=7
® u3=Tus+8uy =7Tx7+8x1=49+8 =57
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® uy = Tuz+ 8uy ="T7Tx57+8x7 =399+ 56
=455
2. La formule de récurrence de la suite (un) permet d’écrire
la relation suivante:
Unp42 = 7'un—i-l + 8-uy,
Par définition de la suite sn), on peut écrire:
Snt1l = Upt2 + Ung1 = (TUng1 + 811%) + Un41

= 8Unt1 + 8Up = 8 (Unt1 + Un) = 85,

La relation précédente montre que la suite (sn) est une
suite géométrique de raison 8.

Par définition des termes de la suite (sn)7 son premier
terme a pour valeur:

so=u1+uy=14+0=1
Ainsi, on obtient I’expression des termes de la suite (un)
géométrique de premier terme 1 et de raison 8 en fonc-
tion de n:

Sp = Sp-q" = 1x8" =8"

3. (a.) Pour tout entier naturel n, on a la relation:
tn = Unt1 — vp = (=1)" g — (=1)"uy,
= (_1)n+1'un+1 + (_1)n+1'un

= (—1)”+1'(un+1 + Un) — (_1)n+1'8n

b.) La suite (sn) étant géométrique de raison 8, on a:
Spn = S0-q" = 50-8"
Ainsi, on peut exprimer les termes de la suite (tn)
par:
tn = (=1)"Tt.s, = (=1)"Fl.54.87
= (=1)"(=s0)-8" = (=1x8)"(=s0)
= (=8)"(~50)
Cette derniére expression montre que la suite (tn) est
une suite géométrique de premier terme —sq et de rai-
son —8.

4. (a.) Les deux prermiers termes de la suite (vn) ont pour
valeur:  wvg = (=1)%up =0 ; v = (=Dt =
-1
On en déduit la valeur du premier terme de la suite
(tn):
t() = V1 — Uy = —1
Notons T}, la somme: T, =tg+t1+ -+tn_o+t,_1
® T, =to+ti1+-+tp_o+th
qui peut s’écrire:
=(v1-vo) + (vz-v1) ++-+ (vn—1-Un—2) + (tn-vn—1)
= —vg + vp
® La suite (tn) est une suite géométrique de premier
terme —1 et de raison —8. On en déduit ’expression
de la somme T, :

oo 1mdt 18"
R 1—(—8)
IPIOR Sl G DR IOR Sl )
1+8 9

1
~5 [1 —(-8) ]
Des deux expressions de la somme T},, on en déduit
Iégalité :

v+ o, = —é.p —(-8)]

1 n
Un = —§[1 - (—8) ] + vg
vn:A%[1708W]+0
1 (=8
"TT9t

On en déduit I’expression des termes de la suite (un) :
vy, = (—1)"u,

(—1)™ v, = [(—1)"]*un

9 9
I G0 O G O G
=y 9
- (_1)n+1 {n
=g T
b.) On a les transformations algébriques suivantes:
(_1)n+1 8n
ul _ 79 + ? _ (_1>n+1 N |n
8n 8n 9x8n 9x 8"
R
~ 9x8" 9

En remarquant ’encadrement suivant pour tout en-

tier naturel n:
1 < (71)n+1 < 1

-1 (_1)n+1 1

< <
9x 8n 9x 8n Ix 8™
et les deux limites suivantes:

lim =0 ; lim =0
n—+oo 9x N n—+oo 9x 8"
Le théoréme des gendarmes permet d’obtenir la limite

suivante :
_ 1)n+1
lim ——— =
n—+oo 98"
On en déduit:
. Up, (- 1)’”rl 1 1
lim — =

lim ———— +
n—+oo 8N n—+4oo 9Yx 8" 9 9
Correction 19

a. On a les deux limites suivantes:
lim n®=+oc0 ; lim 5" =400
n+—-+oo n+——+o0o
On en déduit la limite suivante:

lim n?x5" = 400
n—-+4oo

b. On a les deux limites suivantes:

® lim n=+4c
n—-+oo

2 n
® Puisque 0<-<1,ona: lim (7) —0

n+—r—+oo

On en déduit la limite suivante:

lim n— (;)n =+

n—-+oo

c. On a les deux limites suivantes:

1 1\7
® Puisque 0< =<1, on a: lim (7> =0
3 n——+oo
& Pui 3 -1 I (3>n n
uisque — on a: im (=) =4
4 2 ’ n—+oo \ 2

On en déduit la limite suivante:
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i (3) -~ (5)" =
nteo\3) T \2) T
d. On a la transformation algébrique suivante:
3" 3\
sn -3 =8 (1-22) :8"[1 - (%) }
8n 8

On a les deux limites suivantes:

® Puisque 8>1,ona: lim 8" =+

n——+00
o Puisque 0< > <1 . lim 1 (3)n—1
uisque S 8 ,0n a: n._l>IJ,1:loo 8 =

On en déduit la limite suivante: 3
lim 8" —3"= lim 8”[1— (g) } = +o0

n—-+oo n—-+oo

e. On a les transformations algébriques suivantes :

2™ 2"
3n+2n: ( 2n>:37' on
3n- (14 — 1+ —

+3n +3n

2 n
_(3”1‘(J
Y g)
1 z
+ 3
On a les deux limites suivantes:

5 5\ ™
® Puisque §>1, ona: lim <7) = 400

n+——+oo 3

2 2
® Puisque O§g<1 et 0<§<17 on a:

. 2\" . 2\"
Jim (5) =0 5 m (5) =0
2\
- (5)
On en déduit la limite: lim S VA 1
n+—r—+oo 2 n
1+(3)

On en déduit la limite suivante: o n
lim —— = lim (7) —
n—+oo 37 4 2" n—s+oo \3 1 (2)"
3

f. On a les transformations algébriques suivantes :
(7)) =59 = (5)
7 8/ \778/  \56

62
De la comparaison %>17 on en déduit la limite suiv-

= 400

ante:
im (5)"(5)" = 1m_(55) =+
ni&loo 7 8 _n'—1>r-‘:I-100 56/ o°

Correction 20

a. On utilise la transformation algébrique suivante:

n5x(3)3:n5x27*§

n

ns  n

Ainsi, on a la limite suivante:

) 5 33 ) 27

lim n (—2) = lim — =0

n——+oo n n—-+oo N

b. On a la transformation algébrique suivante :

o (B o) (0

On a les limites suivantes:

® Puisque 8>1,ona: lim 8" =+o0

nH—400
5 n
e Puisque0<§<1, on a: nEIEWST—lz—l

On en déduit la valeur de la limite suivante:

lim 5" —8" = lim 8”{(%)” _ 1] - 0

n—-+00 n—-+00

Utilisons la transformation algébrique suivante:
66 =066
-[®) G G =6"7F

Puisque 0< g <1l,ona: lim (g) =0

n——+o0o

On en déduit la limite suivante:
n n+2 n
i, (7 (- ()
n+o00 \3 3 9 9

On a la transformation algébrique suivante:

3n _on 3n{1_(§)n _3n'1—(§)n

B ECEIERNC)
ey l)
o)

On a les limites suivantes:

3 n
im (3) -
oo \ 5 0

lim 17(

n+——+oo

3

® Puisque O§g<1, on a:
. 2

® Puisque O§§<1, on a:

lim 1-—
n+—r—+o0o

)n:1
)n:1

P
Ol > W N

4
® Puisque O<g<1, on a:
On en déduit la limite suivante:

n _ 9gn n 11—
o 22 (3G

n—-4oo HN — 4n n—+oo \ H

Correction 21

1.

Pour chaque terme de cette somme, il existe un entier
keN* tel que ce terme s’écrive:

1
n+ \/E
Ainsi, pour un entier n et pour k un entier vérifiant
I’encadrement 1 <k<n, on a:
1< k <n

Vi< VE o<Vn

<
0<n+VI<n+Vk<n++n

La fonction inverse est décroissante sur R% :
1 1 1

= =
n+\ﬁ n+\/E n+\/7€
1 1

1

< <
n—i—\/ﬁ n—&—\/% n—i—\ﬁ

L’inégalité ci-dessus encadre chaque terme de la somme;
or, cette somme comporte n terme, ainsi on a
l’encadnl%ment suivlant:

1 1
. < 4ot < n-
nn+\/ﬁ n+1 n++v/n nn+\ﬁ
1 1 n

n
St <
n++vn ntl n+vn n+41

Déterminons les deux limites suivantes:
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I ”

im ——

n+o0 \/ﬁ

® Pour n>0, on a la transformation algébrique suiv-

ante:
n n 1

b e ly el
n n

On a les deux limites suivantes:

m ——7:
n—+oo n + 1

lim 1=1 ; lm 1+—=1
n+—-+oo n—-+oo n
On en déduit la valeur de la limite suivante:
lim "1: lim —— =1
n—+o00 N + n——+o0o 1 4+ =
n

® La forme indéterminée de la limite nous impose les

transformations suivantes: 1
n

R

L |
- IR
nf Vn

Ainsi, on a la limite suivante:

I = lim —— =1
n.ilfoonJr\[ weiboo T

Vn

Avec l'aide de I’encadrement obtenu & la question 1. et
du théoréme des gendarmes, on obtient la limite suiv-

ante:
lim wu, = lim e —=1
n+——+oo n—-+4oo n + \[ ’I’L + \/ﬁ
Correction 22

1. On a les transformations algébriques suivantes:
=V2n+1-/2n
Le facteur v/2n+1++/2n est non-nul:
(Vi V) (Ve F i+ V)
V2n 1420
(V1) = (V2n))  @n+l) -2
Von+1++/2n Von+1+4/2n
1

T Vent 1+

2. Pour tout entier naturel n, on a la comparaison:
2n < 2n+1
La fonction racine carrée est strictement croissante :

\/%< vVan+1
2n+v2n < +/2n+1 —&—\/7

2n < 2n++v2n+1
L’étude étant pour n non-nul:

0<2vV2n<vV2n+vV2n+1
La fonction inverse est décroissante sur RY :

1

1
2-\/2n 2n++v/2n+1

L’étude étant pour n non-nul:
1

1
2~\/2n 2n++v2n+1
1
>u, >0
2:4/2n

>0

3. De la limite ml_1>r_’1_1oo2 \/»

darmes, on en déduit la limite de la suite (un) :

lim wu, =0
n—-+4oo

=0 et du théoréme des gen-

Correction 23

a. Pour tout entier naturel n non-nul, on a les transforma-
tions algébriques suivantes:

3 1 3 1
n2-(2—7+—) n-(2—7+—)
_ n__ n? n__ n?

2n% —3n+1 _
- 1 - 1
ntl ne(14 ) 1+ —
n n
On a les deux limites suivantes:
3 1 1
lim n(2-24+ ) =400 3 lim 1+ =1
n—-+4oo n n n+—-+o0o n

On en déduit la limite du quotient :

3 1
n- (2 - —+ 7)
n—-+o00 n—-+00 1

14—
n

:+oo

b. Pour neN* on a les transformations algébriques:

3 3

.1_f) 1-2

n-3 _ n( n/  _ n
2 1 1

On a les deux limites suivantes:

1
lim 1—§:1 ; lim n-<1+—2):+oo
n

n—-+00 n n——+o00

On en déduit la limite du quotient :

3
1-2
lim w,= lim ——2& =0
n—-+oo n+—-+oo ]-
n
¢. Pour neN* on a les transformations algébriques:
1 1
Ve (2 + —) 24+ —
2y/n+1 Vn Vn

1
1+

1) L
Vn Vn

On a les deux limites suivantes:

- Vin+1 _\/ﬁ-<1+

. 1 . 1
w2t =2 B it o=

On en déduit la limite du quotient :

24+
lim u, = lim
n——+00 n—+00 1 1

14+ —

d. Pour neN* on a la transformation algébrique suivante:

1+n—2n2+3n3 =n ! +i—g+3
nd ' n2 n

On a les deux limites suivantes:

1 1 2
lim n3=+4c0 ; lim 7+777+3_3
n——+o0o ni——+oo N3 n2

On en déduit la limite du produit :

1 1 2
lim w, = lim n3-(f+f——+3>:+oo

n——+oo n—4o00 n3 n2 n
Correction 24
a. On a la limite: lim n?=+oc0

n+—-+o0o

On en déduit: lim n?2+2=+4c0
n——+00
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1

b. On a la limite: Iim — =0
n—4oco N

1

On en déduit : lim 2+-=2
n+——+oo 2

c. On a les limites:
lim nd =400 ; lim n=+o00
n—-+oo n—-+o0o

On en déduit : hm nd+n+2=+4c0
’ﬂ'—) oo

d. On a les limites:
1

lim n=400 ; lim —=0
n+——+o0o n—+oco N

On en déduit :

lim n—— =400
n+——+o0o n
e. On a les limites:
lim n=40c0 ; lim n—10=4o0
n—-+oo n+—-+4oo
On en déduit : lim n(n - 10) = 400
n——+o0o
f. On a les limites:
1
lim 1—1—7 1 lim n+1=+00
n—+o00 n—+00
1
14—
On en déduit : lim n—y
n—+oo 1+ 1
Correction 25

a. On a la factorisation
2

n—n= n(n — 1)
On a les deux limites:
lim n=+o0

;0 lim n—1=+400
n+——+o0o n+—>—+oo
On en déduit la limite:
lim n?2—n= lim n~(n—1) = 400
n—-+oo n+—-+oo

b. Pour n#0, on a la factorisation

1
(n+1+2)
n2+n+1:”("+ +n

1
=n+1+4+—
n n

On a les deux limites:

lim n=+4c ; lim
n——+oo

1
—:0
n—-+oco n

On en déduit la limite:
. n>+n+1
lim

—— = lim n+1 —|— — =400
n——+00 n n——+00
C.

On a les deux limites:
1 1
lim — =0 ; lim — =0
n—=+oo n n—=+oo n
On en déduit la limite:
n—+oo n n
d. Pour neN*, on a la factorisation:

n 1
n24+n+1

1\ 1
n-(n—&—l—!—f) n+14—
n
On a les deux limites

n

lim n=400 ; lim —=0
n——+oo n—+oco n
On en déduit la lilmite du dénominateur
Iim n+1 —|— — =400

n——+oo

1

On en déduit la limite:

1
n—+oo n“ +n + n>—>+oon+1+7
n

e. Pour neN*, on a la factorisation:
n2(2+l+i> n(?—i—l—i—i)
2n2—|—n—|—1: n_ n?) _ n | n2
_ 2 2
n-2 n. (1 - f) 1-Z
n n
Etudions la limite du numérateur :
lim n=4o00 ;
n—4o0o

1
lim 2—|— +—==

2
n——+00 n
. 1 1
lim n~(2+ —+ —2) = +00
n——+00 n n
Le dénominateur admet pour limite
i, g =
1=
n
On en déduit la limite:

On en déduit:

1 1
lim —— lim = 400
n+—-4oo n — 2 n+—-+4oo 1 o g
n
f.

Pour neN*, on a les transformations algébriques

T V) R

Les valeurs de n sont positives
1 1
B C V) B F
B n B n2

On a la limite suivante

= lim 1-—
n—-4o0o n

n——4o0o \ﬁ =1
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