TD - Dérivation et études de Fonctions - Tale spé

Correction 1
a. La fonction f est dérivable sur R.

La fonction f est la puissance 5-iéme de la fonction u(z)
ou:

uw(x)=3z+5 ; u'(r)=3
La formule de dérivation de la puissance d’une fonction
donne ’expression de la fonction f:

f(@) =54/ (2) [u(@)]* = 5x3-(3z +5)" = 15-(3z + 5)"

b. Le dénominateur étant toujours strictement positif, la
fonction g est définie et dérivable sur R.

La fonction g est définie par l'inverse de la fonction u
définie par:
wx) =3z +1 ; J(z)=1223

La formule de dérivation de 'inverse d’une fonction per-
met d’obtenir I'expression de la fonction ¢’, dérivée de
la fonction g:
u'(z) 12-23
g’(x) = 2 — = 3
[u(x)] (3z% 4 11)

c. La fonction h est la composée de la fonction u par la
fonction racine carrée ol :
wr)=z+z+1 ; u(r)=22+1

La formule de dérivation d’une fonction racine carrée
permet d’obtenir la dérivée de h':
u 20 +1
W) = L&) -

(z) _
B 21/u((p) B 2\/1‘2+1‘+1

d. La fonction j est dérivable sur R} .

La fonction j est la composée de la fonction u par la

fonction racine carrée ou:
_ . ’ _
a(@) == 5 W)=

Ainsi, la formule de dérivation de la fonction racine car-
rée permet d’obtenir ’expression de la fonction 5 :

i(z) = u' () _ ) :_i. 1 _ 1
2/ul) 2~\/§ v 2'\/2 2332.\/;

Correction 2

L’expression de la fonction f est donnée sous la forme du
produit des fonctions u et v définie par:

u(z) = (a-x® + b-az)B ; v(z)=cx+1
qui admettent pour dérivées:

u'(z) = 4-(2a-x + b)-(a-2® + b-x)4 ;o V(z)=c

La formule de dérivation d’un produit permet d’obtenir
Iexpression de la fonction f”:

F'(x) = w (@) v(2) + ule) ' (z)
= [4-(2a-2+b)-(a-22+b-2)"]-(c-a+1)+ [ (a-22+b-z) ] ¢
= | Bawtav)-(cot1) + (@ +ba)c| - (@a?+ba)’

— (8ac-2+8a-z+4bc-w+4b+ac-z-+be-x)-(a-a2+b-x)’
= [9ac:2? + (8a + 5be) @ + 48] - (a2 + b))’

Par identification du premier facteur avec la forme proposée
dans 1’énoncé, on obtient le systéme:

9ac = —18 ac = —2
8a + bbc = 21 — 8a — 5c = 21
4b = —4 b=-1

On en déduit que le triplet (2 ;—1; 71) est solution.

Ainsi, la fonction f admet pour expression :
f(z) = (2az® — af)4-(—x +1).

Correction 3

a. La fonction f est définie par le produit des fonctions u
et v définies par:

w(z) =322 -2 +1 ; v(z)=+z
qui admettent pour dérivées:

u(z)=6x—2 ; o'(z)= !

2/x

La formule de dérivation d’un produit permet d’obtenir
Iexpression de la fonction f’ dérivée de la fonction f:

f(@) = () v(x) + u(z)v'(z)
= (62 —2)V/z + (322 — 22 + 1)

1
2\/z
2(6z — 2)(v/z)? + (322 — 2z + 1)

2\/x
1222 — 4z + 3z — 2z +1  152% — 6z 41

2z 2/z

b. La fonction g est définie par le produit des fonctions u
et v ou:
u(z)=2x+1 ; wv(x)=+3—x
qui admettent pour dérivée
® u(zx)=2
® Soit w la fonction définie par:
1
wa) = Vo ;@) = —~
2V x
La fonction v est la composée d’une fonction affine

par la fonction w:

v(z) = w(3—x)
La fonction v' admet pour expression :
1 —1
v'(z) = -1w'(3—x) = — =

24/3—x 2¢/3—zx

La formule de dérivation d’un produit permet d’obtenir
Pexpression de la fonction ¢’ dérivée de la fonction g:
¢ (2) = (@) v(x) + ulz)v/(z)

-1
=2V3-2+2x+1)—F——m
2

3—=x
_(2vB—a)
23—z 23—z
12—4z—22—1 11 —6z

24/3—=x 24/3—x

—2r—1 43 -1)—-2x—-1

2¢/3—=x

Correction 4

1. La fonction f est définie par la composée de la fonction
u par la fonction exponentielle ol :

ue) =V s ) =52

La formule de dérivation de la fonction exponentielle
permet d’obtenir I'expression de la fonction f’:
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2. La fonction g est définie par le produit des deux fonc-
tions u et v définies par:

Flla) =/ (z) e =

uz) =z ; v(z)=e"t1
qui admettent pour dérivée: ,
W@)=1 ; J(z)=2ze” !

Ainsi, la formule de dérivation d’un produit permet
d’obtenir 'expression de la fonction g; : ,
g (z) = v (z)v(x) +u(x)v (z) = Le” T + 2 (22 T1)

— ew2+1 +2x2_ea;2+1 — e“’2+1-(2m2 + 1)

3. La fonction A est le produit des fonctions u et v oui:
1

ulz)=x ; v(x)=e =
qui admettent pour dérivée les fonctions:
1 1
u(z)=1 ; J(z)= ﬁ-efx

La formule de dérivation d’un produit permet d’obtenir
I’expression de la fonction h':

B (x) =o' (z)v(z) +ulx)v (x) = 1'67% + x~(%-e7%>

1

1 1 1 1
=e¢ z + —e z = (]_—|— 7)-e71
X X

4. La fonction j est définie par le quotient des deux fonc-
tions u et v définies par:

u(@) =e 22Tl o y(z) =22 +1

qui admettent pour dérivée:

1
u(z) = —2e7 20t (2) =

2/2x +1 N V2 +1

La formule de dérivation du quotient permet d’obtenir
Iexpression de la fonction j' dérivée de la fonction j:

() = ' (z)-v(x) — u(z)-v'(z)

[v()]”
1
-2 —2x+1, /2 _|_1 a2x+1,
€ i € \/m
(V2 + 1)2

—2e20H1.(2g 4 1) — e~ 22+1
V2z +1
2z 41
—2e=20H1.(2g + 1) — e~ 2741
V2r+1-(2zx+1)

B —e 2724y 4 2) — e 22 HL B e 2272.(4x + 3)

V2r+1-(2z+1) _\/2x—|—1-(2x+1)

5. La fonction k est définie comme la composée de la fonc-
tion u par la fonction exponentielle ou:
wr)=22+z ; u(r)=22+1

La formule de dérivation de la composée d’une fonc-
tion par la fonction exponentielle permet d’obtenir

Iexpression de la fonction k': )
K () = o (v)-e"®) = (22 +1)-e* +®

6. La fonction ¢ est la composée de la fonction u par la
fonction exponentielle ot :
wr)=22+1 ; u(z)=2x

La formule de dérivation de la fonction exponentielle

donne ’expression de la f02nction g
O(x) = u'(x)-e¥®) = 2p.e" H1

Correction 5

1. Déterminons le signe du polynéme du second degré situé
sous le radical. Ce polynéme a pour discriminant :
A =b%—4ac=13% —4x6x(-5) = 169 — (—120) = 289
On a la simplification : \/@ = \/ﬁ =17

Le discriminant étant strictement positif, ce polynome
admet les deux racines suivantes:

—b—+/A —b+ VA
K= —F= Ty = —(——
2-a 2-a
1317 _ —13+17
- 2x6  2x6
=30 4
T 12 T 12
) 1
T2 "3

Le coefficient du second degré étant strictement positif,

on a le tableau de signes suivant :
5 1

x —00 —= - +00

2
622+ 13z —5 + — +

Une racine carrée n’étant définie que pour un nombre
positif ou nul, on en déduit que I'image d’un nombre x
par la fonction f ne peut exister que si I’expression sous
le radical est positif ou nul. On en déduit ’ensemble de
définition de la fonction f:

e

2. L’expression de la fonction f est donnée sous la forme
de la composée d’une fonction u par la fonction racine
carrée ou:

uw(x) =622 +13z -5 ; u/(x)=12z+13

Par la formule de la dérivée de la composée d’'une fonc-
tion par la fonction racine carrée, on obtient ’expression
de la fonction f/, dérivée de la fonction f:
u'(x) 12z + 13
f(x) = =

2.y u(x) B 622 + 13z -5

Ainsi, on a le tableau de signes suivant :

5 138 T
12z + 13 — - + +
24/6224+13z—5 +
/(@) - ,

Pour a?;éO on a les transformations algébriques:

= /622 + 13z — *\/:c2 6+—f£)

2

On a les deux limites suivantes:
. 9 13 5

lim z¢ =400 ; lim 6—|—f—f2:6
TH——00 T —00 €T

On en déduit la limite:

lim 22 (6+§—3):+oo:> lim f(z) =40

T —00 ;C2 T —00
De méme, on obtient la limite:  lim f(z) =400
T—>—400

Ainsi, la fonction f admet le tableau de variations suiv-
ant :
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T -0 —g % +00
+oo +0oo
Variation \ /
de f
0 0

Correction 6

1. La fonction f est définie par le quotient des fonctions u

et v définies par:
wx)=z224+22+5 ; v(x)=+a2+1
qui admettent pour dérivée:

2.z x
ulz)=22x+2 ; v'(z)= =
22 +1 Va2 +1

La formule de dérivation d’un quotient permet d’obtenir
I’expression de la fonction dérivée f':

' (z)v(r) — u(z)v (x
gy = M) () )

[v(2)]

(2~x+2)~\/x2 +1-— (:172+2:L’+5) .

(Va2 +1)°
(2~:r + 2)~(;1:2 + 1) — (332 +2x+5) T
241
2+ 1
(2~x+2)~(:1:2 + 1) — (:c2 + 22 + 5) T
(22 + 1)\/@
_ 223 + 22 + 222 + 2 — 2% — 222 — 5z
B (22 +1)-v/a? + 1
_ 3 —3x+2
S (@2+1)Va2+ 1
Identifions cette expression de f’ a I’expression proposée

dans I’énoncé:
(z—1)(a*+2—-2) 23+2®>—-20—2?—x+2

@)Vt (@)l

_ x3 — 322 + 2 — F(@)
(22 4+1)va?2+1

Etudions le polynéme du second degré 224-2x+45 qui ad-

met pour discriminant :
A=0b%—4dac=1%—4x1x(-2)=1+8=9

On a la simplification : \/E = \ﬁ =3

Le discriminant étant strictement positif, on en déduit
que ce polynéme admet les deux racines:

xT

2 +1

—b— /A —b+ /A
r=——— To = ————
2-a 2-a
-1-3 _ —1+3
To2x1 To2x1
_ 4 _2
D) )

Le coefficient du terme de second degré étant positif, on
connait le signe de ce polynome.

Le dénominateur du quotient définissant f’ est toujours
strictement positif, on en déduit le tableau de signes:

x —00 —2 1 +00

z—1 - -

2422 + -
f'(z) - +

La fonction f admet les deux images suivantes:

o (22)242x(=2)+5_4+(—4)45_ 5
® f(-2) S VAl 5 v

124+2x1+5 1+24+5 8
o f(1)= - = =42
V1241 vV1+1 2

On obtient le tableau de variations de la fonction f:

Variation 7
de f - 42

Correction 7

1. En notant u la fonction définie par:
wr)=22—-x—-2 ; onv(x)=2r—-1

D’aprés la formule de dérivation de la puissance n-iéme
d’une fonction, on en déduit I’expression de la fonction
f!, dérivée de la fonction f:

f'(z) = %x?)-u’(x)- [u(z)]® = %x3-(2x —1)-(a? —z —2)°

= %(Qm 1) (z? —z— 2)2

Un carrée étant toujours positif ou nul, déterminons les

valeurs pour lesquelles s’annulent ce polynéme du sec-

ond degré. Il admet pour discriminant :
A=0b—4ac=(-1)2—4x1x(-2)=1+8=9

On a la simplification : \/K = \/§ =3

Le discriminant étant strictement positif, ce polynéme
admet les deux racines suivantes:

Tho VA bt VA
= —— Ty = ——
2-a 2-a
_ —(=1)-3 _—(=1)+3
2x1 - 2x1
_1-3 143
2 2
_ 2 _4
T2 T2
Ainsi, on obtient le tableau de signes suivant :
x —00 -1 5 2 +00
3
Sz -1) - —~ + +
8
@ —r—-2 + + + +
f'(@) - - + +

Pour £#£0, on a les transformations algébriques:

fla) = b -9 = L (1o Sl

r  x2
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On a les deux limites suivantes: .
lim §~x6:+oo ; lim (1ffff) -1

T —00 T——00
On en déduit la limite suivante:
De méme, on montre que:  lim f(z) =400

400

Ainsi, la fonction f admet le tableau de variations suiv-
ant:

x -00 -1 % 2 +00
+00 +00
'Variation \ 0 0 /
de f \ /
1,4
On a les deux valeurs:
1 1 1
oﬂU=§(ﬁ—x—agzgx@m3=gm—&:—l

o f/(1) = %.(le —1)-(12-1-2)° = g><1><(-2)2

8 2

Ainsi, la tangente a la courbe % au point d’abscisse 1
admet pour équation réduite:

y=rf(1)(z—1)+fQ1)

3
yzi-(x—l)—l
3 3
=221
Yy=57%75
_3,_9%
y=5%75

Correction 8

1. L’expression de la fonction f est donnée sous la forme:

5
f(@) = [u(z)]
ou la fonction u est définie par:
wx) =522 +3x+2 ; u(x)=10z+3

La formule de dérivation de la puissance n-iéme d’une
fonction permet d’obtenir I'expression de la fonction f:

f(z) = 5 (z)-[u(@)]" = 5(10z + 3)- (522 + 3z + 2)"

Déterminons le discriminant de I’expression 5a2+3z-+2:
A=b—4ac=3%—4x5x2=9—40 = —31

Le discriminant de ce polyndéme étant strictement né-

gatif, ce polyndme ne s’annule pas sur R.

On en déduit que le facteur (5x2+3:1:+2)4 est stricte-

ment positif.

Le signe de la dérivée f’ ne dépend que du facteur
10z + 3. On obtient le tableau de signes suivant :

k +
xT —0o0 - o0
0

f'(x) - +

Ainsi, les variations de la fonction f sont résumées dans
le tableau ci-dessous:

Variation
de f

Correction 9

1.

3.

La fonction f est définie si I'expression située sous le

radical a des valeurs positives ou nulles.

Déterminons le signe du polynéme du second degré situé

sous le radical. Il a pour discriminant :
A=b%—4ac=1%—4x2x1=1-8= -7

Le discriminant étant strictement négatif, on en déduit

que ce polynéme a pour signe sur R le signe de son

coefficient du second degré: ce polynoéme est touours

strictement positif.

On en déduit: Dy=R.

La fonction f est définie par la racine carrée de la fonc-
tion w ou:
wx)=222+2x+1 ; u(r)=4x+1
La formule de dérivation de la composée d’une fonction
par la racine carré, on obtient I’expression de la fonction
/.
fh )
oo () dr +1
2\/u(m) 2222 +z+1

Le dénominateur étant strictement positif, le signe de f’
ne dépend que de son numérateur :

T —00 —— 400

f'(@) - +

Ainsi, la fonction f admet le tablaecu de variation suiv-
ant :

“+o00

=

Variation
de f

a.) On a les deux valeurs suivantes:

® f(1)=V2x12+1+1=+41=2
4x1+1
o f/(1) = X1+ % _>
2./2x12 4141 2x2 4
Ainsi, la tangente & la courbe €r au point d’abscisse
1 admet pour équation :

y=f1)(-1)+fQ1)

5
y:1~(93—1)+2
5 5
y=grog T
_5,.3

Yy=4*Ty
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