TD - Limites de Fonctions et Asymptotes - Tale spé

Correction 1

1.

a.) Par la fonction f, le nombre 3 a pour image:

1 3 1 3
= -x3% — -x3? 1=-x27-2 1
f(3) 3x3 2x3 +3+ 3% 7 2><9+3+
27 2 26 27 1
=9—- —+3+1=183—-—=—— —=—=
2 e 2 2 2 2
Ainsi, le point de la courbe ¢ ayant pour abscisse 3
1
a pour coordonnées (3 ; 75)

La fonction f admet pour dérivée la fonction f’ dont
I’expression est :

1 3
fl(z) = §-3$2—§-2$+1=.€C2—3£L‘+1

Le coefficient directeur de la tangente (A) est égal au

nombre dérivée de la fonction f en 3:
f(3)=32-3x3+1=1

La droite (A) a pour coefficient directeur 3.

2. La tangente (A) de la courbe €; a pour équation ré-

duite:
y=r03)(x=3)+f3)
1
y=1(x—3)+ (*5)
1
y=x—3— 3
S
Y=rT g
i [
/
—~ £
B N ’]
A\
/
/ R
L LT/ N
P =1/ T6 R
T
-
[
Correction 2
a. wgriloof(x) =1 b. Ill)r}loof(x) =1
1
. 1. = . 1' = —
€| lim f(z) = +oo d lim g(z)=g
: 1 :
e. L»E{Io—loo g(x) = 3 f. xl}r_rll+ g(x) = 400
Correction 3
a. wgrzloo flz)=2 b. IEI_POO fx)=0
. 1 = — d, 1. = O
€| lim f(z)=—oo Jlim g(x)
.l =2 f. =-1
e $Hirf_loog(a:) o g(z)

Correction 4

wl=ta=1 sl a—x5)

fi=2. 53960254 'Y=- 1. OB 150061

1=
b. lim v —00
z—=1- z—1

TI=TTI=73=(R-17

fi=0. 928511 U286 Y=-3. MU 1657381

. —2.22 - 2244
c. lim ——— =
T2+ 2-x + 4

i SRRl W

3

I
pi=-da 0158713016 Y=3.015873016

d. lim (aj2+m)- 1—%20

=0~

N R T I e B

—

pi=- 9. 5238095E-3 Y=-0. 0871197163

Correction 5

a. On a les deux limites suivantes:

lim 22 -3z+5=3 ; lim z—1=0"
o1t 1t

On en déduit la limite du quotient :
. x> -3z +5
lim —— = 40
1t r—1

b. On a les deux limites suivantes:

lim 5—x=4 ; Ilm 1—2=0"
o1t 1t

On en déduit la limite du quotient :
5—1x

1m
1t 1 —x

c. On a les deux limites suivantes:
lim 224+2+1=1 ; lim 2=0"

x—0— r—0—
On en déduit la limite du quotient :
.22+ +1
lim — =

=0~ x

—00
d. On a les deux limites suivantes:
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lim z—1=-1 ; lim —23=0"
=0t 0t

On en déduit la limite du quotient :

Correction 6
a. On a les deux limites:

lim z=+c ; lim — =0
r—+00 =400 I

1
lim z+—=+o00
r—+00 X

On en déduit la limite:

b. On a les deux limites:
1
lm z+1=40c0 ; lim 1+—-=1
x

T—>—+00 T——400

1
On en déduit la limite:  lim (x+1) (1—}—;) =400

T——00
c. On a les deux limites:
lim z2=+40c0 ; lim —z42=+00
T —00

T —00

lim z?2—z+2=+00

T——00

On en déduit la limite:

d. On a les deux limites:

lm z4+2=—- ; lim 1—2=+400
T —00 T——00
On en déduit la limite:  lim (z+2)(1-z)=—00
T——00
e. On a les deux limites:
1
lm =0 ; lim —=-x
z—0~ z—0— T
1
On en déduit la limite: lim z+—=—00
=0~ X

f. On a les deux limites:

lim =0 ; lim =+
=1t T o1t — 1
-1
On en déduit la limite: lim LJrL =+00

o1t T r—1

Correction 7
a. On a les deux limites suivantes:

Egroll—l—%:l ; mgr}rlooat?—&—2x—1:+oo
Ainsi, on obtient la valeur suivante:
' 1+ %
SN T

b. On a les deux limites suivantes:

lim 22 4+2x=0 ; lim 23 —22=0

z—0t z—0t
2

T2 . -

alimite lim ——— présente une forme indétermineée.
Lalimite 1 R t f dét
z—0t T°—T
¢. Ona: lim v/22—-2—-2=0 ; lm z-2=0
2t T2+

On en déduit la valeur suivante de la limite:
lim V22 —2—2- (x—2) =0

2+t
d. Ona: limz—1=-1 ; lim z?2+z=0"
0t 01
x—1
On en déduit: lim ——=-00
=0t T°+T
e. Ona: lim z3=—-00 ; lim —22°4+1l=-00
T——00 T——00

On obtient la valeur suivante de la limite:

lim 2% —222+1= -0
T—r—00
f. Ona: lim 2°=+4oc0 ; lim —22241=—00

T——40o0 400
Ainsi, la limite lim z®—222+1 présente une forme in-
T—>—400
déterminée.

Correction 8

a. lim xz++yzx=40
T——400

b. La limite“ lim z— \/;” est une forme indéterminée et

T——+00
elle est de la forme (4-00)—(400)
. 1
c. lim x——=-0c0
20+ T
d lim z——=+0c0
T——+00 x
. r+1
e. lim = 400
0t xT
f.  lim est une forme indéterminée et elle est de la

T——+00 X

00
forme “—"
00

Correction 9

a. On a la transformation algébrique suivante:
2

2 —x=x(x—1)
On a les deux limites suivantes:

lim z=+4+0cc ; limax—1=+40c0
o0 00

On en déduit la limite suivante:
lim x(m — 1) = 400
T 00
b. On a la transformation algébrique suivante:
2?2+ 23 = x2-(1 + m)

On a les deux limites suivantes:

lim z2=400 ; lim 1+4+z=—-00
T —00 T —00

On en déduit la limite suivante:

lim 22 +4+2%=—-00
T —00

¢. On a la transformation algébrique suivante:
1
T (1 + 7) =x+1
x
On en déduit la limite suivante:
lim x4+1=0

0t

d. On a la transformation algébrique suivante:

5. 3 5 3z-2
(r—2)2 -2 (z-22 (z—2)2
5 3z —6  5—(3z—6)

T2 @22 (@-2p
5-3¢+6  11-3z
T w-2?  (@-2p

On a les deux limites suivantes:
lim 11 -3z =5 ; lim (z—2)2=0%

T2 T2

On en déduit la limit% suivante :

li — =
Bucs (x—2)2 x-2 oo

e. On a la transformation algébrique suivante:
:z:3+:r—2:x-(:z:2—|—1) -2
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On a les deux limites suivantes:
lim 2=-00 ; lim z?2+4+1=+40c0
T —00 T——00
On en déduit la limite suivante:
lim x~(x2—|—1) —2=—-00
T —00
f. On a la transformation algébrique suivante:
2?41 41 22+1—(z+1)
x r x

241-—2-1 2 -1
x + x oz x:x(a: ):x—l
x x x

On en déduit la limite suivante:
. 224+1 z4+1
lim — =1
0t xT xT

Correction 10

a. Pour £#0, on a les transformations algébriques:

2 2
2242 B $2'<1+?) B m(l%—ﬁ)

B 1 B 1
z+1 x.<1+—) 14 =
T T
On a les deux lirréites suivantes: i
lim x-(1+—2) —foo : lim 14-=1
400 €T r——+00 €T
1+ 2
lim i = lim 7332 = +00
=400 x + 1 T —+00 1
1+ —
T

b. Pour x#0, on a les transformations algébriques:
1 3 1 3
z—3 _1"(*;) - T
2.2 -3 3\ 3

On a les deu>§ limites suivantes: 3
im 1—2=1 : lim a:-(2——> — 400
T

TH——00 €T T——00

On en déduit la limite:

1 3
. r—3 . oz
1172

¢. Pour £#£0, on a les transformations algébriques:

3 2 3 2
2
T R Gt ) B R

—322 —3-22 -3
On a les limites suivantes:
lim 4——-4+—=4 ; lim -3=-3
T —00 T €T T —00
On en déduit :
T _ oy 422 -3 +2 4

d. Pour x#0, on a les transformations algébriques:

5 1 5 1
ac5+334_ x~(1+;> _x~(1+;)

13— 3 1 1
RO
On a les deux limites suivantes: 1
lim x2-(1+7) — oo 5 lim 1-— =1
T —00 x T —00 x
On en déduit : )
25 4 $2,(1+,)
lim = lim 711” = 400
T——00 I° — I T —00
11— —
22

e. Pour £#£0, on a les transformations algébriques:

2 2
Sat — 2. x4'(5 B E) x2'<5 B 5)
2 —92 2N 2
3x? —2 x2-<3— 7) 3.~

On a les deux limites suivantes:

2
lim m2~(5—7) — 400 ; lim 3—— =3
TH—+00 xX 400 xX
On en déduit la limite:
. 5% —2.x
lim ——————— =400

zotoo 32 —2
Pour £#£0, on a les transformation algébriques:

1 1
20104y (2 55) 2+
6-210 — 2.3 - :(;’10-(6 B 1) - 6 3

z7 7

On a les deux limites suivantes:

1
lim 2+—=2 ; lm 6——=6
TH——+00 €T 400 xX

On en déduit la limite suivante:

y 2210 4 i 2+ 5 2 1

m —_— = 1m = —_- = -

z+oo 6210 — 2.3 atoo 6 2 6 3
g7

Correction 11

a.

1

lim — =400
o0+ T

1

lim — = —o0
z—0— T
On a les deux limites: lim z?>=0" ; lim 3=3

x—0— x—0—
On en déduit la limite: lim — =+00
z—0— T

Par 'ensemble de définition de cette expression, on a
x#0. Ainsi, on a la simplification :
?+2z  w(2?42)  22+2
22+x w(r+1l) x4+l
On a les deux limites suivantes:
lim 224+2=2 ; limz+1=1

0t z—0t

On en déduit la limite suivante:

.3 +2x P 4+2 2
llim ———— = lim =

o0t 22 +x o0+ T+ 1 1

Par I'ensemble de définition de cette expression, on a

x#0. Ainsi, on a la simplification :
—2.22 —2.22 -2

v+ 23 (x4 1) B x(x+1)
On a les limites suivantes:
lim —2=-2 ; limz=0" ; limaz+1=1
0t 0t 0t
On en déduit la limite suivante:
lim z-(z+1)=0"
=0t
—2.22 . —2

On a alors: lim — =1

im ———— = -0
o0t zt + 23 a0t z(x + 1)

On utilisera la transformation algébriques issue de la
question précédente.

On a les limites suivantes:
lim —2=-2 ; lmz=0" ; lmaz+1=1
x—0— x—0— x—0~
On en déduit la limite suivante:
lim z(x+1)=0"
x—0—
—2.2 ) -2

On a alors: lim

—_— 1 —_— =
o0- TF+ 28 o0 z-(x+1) oo

Feuille 270 - http : //mboquet.chingatome.fr ()EaE


https://creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/deed.fr

Correction 12

a. Le dénominateur du quotient étudié est un polynéme du

second degré dont le discriminant a pour valeur:
A=b—4dac=(-1)%—4x2x(—6) =1+48 =49

On a la simplification : \/K =4/49=7

Le discriminant étant strictement positif, ce polynéme

admet les deux racines suivantes:

—b— VA —b+ VA
Tl = —F " ro = —(—

2-a 2-a
(=1 =7 (=) +7
o 2x2 o 2x2
1-7 147
T4 T4
6 8
T4 T4
I =2

T2

Ce polynéme admet la forme factorisée suivante:
3
2.2 — —6——2~( +7)~ -2
- v+ (x )

=2z +3)(z—2)
On a les transformations algébriques suivantes :
2—x 2—x —(x—2)

222—2-6 (22+3)(x-2) (2z+3)(z—2)

-1
22 +3
On a les deux limites suivantes:
lim —-1=-1 ; lim 2z+4+3=7
T2+ 2+
On en déduit la limite suivante:
I -z I - -1 1
m ———=1lm ——— = — = ——
w2t 202 —x — 6zt 2+ 3 7 7

On remarque que le dénominateur du quotient étudié

s’annule en 3:

2x3% — 15x3 427 =2x9 — 45+ 27 =18 — 45 + 27
=45-45=0

Pour établir la factorisation :
2.2 — 152 + 27 = (v — 3)(22 — 9)

11 suffit de développer ’expression :

(x —3)(2z — 9) = 222 — 9z — 62 + 27

=222 — 15z + 27
On a les manipulations algébriques suivantes:
z—3 x—3

222 — 152 +27 (2-3)22-9) 20-9

On a les deux limites suivantes:
lim 1=1 ; lim 2x—9=-3

T3~ T3

On en déduit la limite:
r—3 . 1 1 1

im ———— = lim =
e3— 222 — 152 +27  a3- 22— 9 -3 3

Le numérateur du quotient étudié est un polynéme du
second degré dont le discriminant a pour valeur:
A=0—4ac=T"—4x(-3)x(-4)=49—-48 =1

Le discriminant étant strictement positif, ce polynéme
admet les deux racines suivantes:

—b— VA b+ VA

e 2-a 27 2-a

71 T

- 2x(-3) — 2x(-3)

-3 =6

T -6 T -6

4 ~1

T3

Le numérateur admet la factorisation suivante:

32?4+ Tx—4= —3-(95— g)(a:—l)

=4 -3z)(z—-1)

On a la transformation algébrique suivante:
322+ T7x—-4 (4-3z)(z—-1) 4-3z

(x —1)2 (x —1)2 oz —1
On a les deux limites suivantes:
lim 4—-3z=1 ; limz—1=0"
x—1- r—1-
On en déduit la limite suivante:
. 324+ 7x—4 . 4 — 3x
lim ————— = lim = —00
o1 (x —1)2 a1 T —1

Les deux polyndémes définissant le numérateur et le quo-
tient du numérateur s’annule en —2: (z+42) est un fac-
teur commun & ces deux polynoémes.

Etablissons les deux factorisations suivantes:
® 322 +510—-2=(z+2)3x—-1)

On a le développement :

(r4+2)B3x—1) =322 —x+ 62 —2 =322 +5x — 2
® 2?2 +72+10=(z+2)(z+5)

On a le développement suivant :

(x+2)(x+5) =22 +5x+2r+10 =22+ Tz + 10

On a la simplification du quotient :
322 +5x—2 (z+2)3z—1) 3z—1

22+ 72+10  (z+2)(z+5) x+5
On a les deux limites suivantes:
lm 3z—1=-7 ; lim z+5=3

z——21 r——2+

On en déduit la limite suivante:
322 +5x—2 390—1_—7 7

im ——~— "~ = lim =
ws—2t 22+ T2 +10  zo—2+ x+5 3 3

Correction 13

a.

Le polynéme du second degré définissant le dénomina-
teur du quotient étudié a pour discriminant :

A=V —4dac=(-5)2?—-4x2x2=25-16=9
On a la simplification suivante: \/Z =v9=3

Le discriminant de ce polynome étant strictement posi-
tif, il admet les deux racines suivantes:

—b— VA b+ VA
Xr = —— X9 = ————
2-a 2-a
_ —(-5) -3 _ —(-5)+3
T 2x2 T 2x2
_5-3 543
T4 T4
2 8
T4 T4
1 =2
T2

Le coefficient du terme du second degré étant stricte-
ment positif, on en déduit le tableau de signes suivant :
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1
T —00 5 2 +00

2.2 —5-2+2 + - +

lim 2-2? -5z +2=0%

21

On a la limite:

1
On en déduit: lim

o922 a2 T

On vérifie facilement que le polynéme du dénominateur
s’annule en 2:
2x22 —12x2+ 16 =2x4 — 24 +16 =8 + 16 — 24
=24-24=0
Vérifions la factorisation :
2.2 — 122 + 16 = (v — 2)(2z — 8):
On a le développement :
(x —2)(2z — 8) = 22% — 8z — 4z + 16
=222 — 122 + 16
On en déduit que ce polynome du second degré posséde
pour racine les nombres 2 et 4. Le coefficient du terme

du second degré étant strictement positif, on obtient le
tableau de signes:

T —00 2 4 +o00
2-22—12-+16 + — +
On a la limite suivante: lim 2-z2 — 12z + 16 =0~
T2t
1

On en déduit: lim ———M = —
zs2+ 2.2 — 12-2 + 16

Correction 14

a. Considérons le polynome formant le dénominateur du

b.

quotient étudié. Il posséde pour discriminant :
A=0b%—4dac=(—-1)2—4x3x(—4)=1+48 =49
On a la simplification suivante: \/Z =+49=7

Le discriminant étant strictement positif, on a les deux
racines suivantes:

—b— VA —b+ VA
r = ———— Tog = ————
2-a 2-a
(=1 =7 (=147
B 2.3 N 23
17 147
T 6 T 6
6 8
T 6 G
=-1 4
3

Le coefficient du second degré de ce polynoéme étant
strictement positif, on en déduit le tableau de signes
suivant :

T —00 -1 - +o00

3z2—2—4 + — +

On a les limites suivantes:

lim z4+4=3 ; lim 3z2°-2z—-4=0"
r——1- x——1-
4
On en déduit la limite: lim T = 400

es—1- 322 —x — 4

Vérifions que le dénominateur du quotient étudié
s’annule en 1:
3x12 —Tx1+4=3-7T+4=0

Vérifions la factorisation: 3-22 —7T-x+4 = (3z—4)(z—1)
On a le développement :
(Bx—4)(x—1)=322-30—4dox+4=322-Tox +4

Le coeflicient du second degré étant strictement positif,
on en déduit le tableau de signes suivant :

4
T —00 1 — +00

3a?—T-x+4 + - +

On a les deux limites suivantes:
lim 224+2—-3=-1 ; lim 32> -72+4=0"

x—1- T—1-

2 _
On en déduit: lim z tr—3

w1 32 —T7x+4 -

Correction 15

a.

Pour £#£0, on a la transformation suivante:

1 1 1 1
2
w—or1 P (optm) 3ot o

5x? 5ax? 5
. . . 1 1
On a la limite suivante: ~ lim 3——+-—=3
T—+00 r x
On en déduit la valeur de la limite: )
3 2 _ 1 3——+ —= 3
T L S PR S I
T—+00 5x2 T+00 5 5
Pour z#0, on a la transformation suivante:
1 1
w1l z-(2+-) 2+
3 _ - 1\ 1
dz° —z+1 x~(3x2—1+7) 322 =1+ —
x x

on a les deuxllimites suivantes: 1
lim 24+~-=2 ; lim 322—-1+—- =+

T —00 x T —00 T

On en déduit la limite suivante:

1
2+~
2 1
r——00 3T° — T + IH_OOSSL'Q—].-’-*
x

Pour #0, on a la transformation suivante:
16— o oz (9615—$2+1) B x5 — 2?41
B T - (x — 1)

2. (1: - 1)
On a les deux limites suivantes:

lim z-(x —1)=0"

0t

23 — 12

lim 2 —224+1=1 ;
0t
On en déduit la valeur suivante de la limite:
. 16 — a3 o . P —z? 41
Ilm ——————=1lm —————— = -0
=0t 3 — 22 r—0t - (SC — 1)

Pour z#0, on a la transformation suivante:
25—t at e (z—1)

26 — .24

rz—1

gt (22 -2) a2 -2
On a les deux limites suivantes:

lim z—1=-1 ; lim 22—-2=-2
x—0~ z—0~

0 I x® — zt i z—1 -1 1
na: m ———=1lim —— = — ==
20— 26 =224 sS0-22 -2 -2 2

2

Etudions le polynéme z* — xz — 2; son discriminant a

pour valeur :
A=0b%—4ac=(-1)2—4xIx(-2)=1+8=9
On a la simplification suivante: \/Z = \/§ =3

Le discriminant est strictement positif; on en déduit que
ce polyndme admet les deux racines suivantes:
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—b— /A —b+ /A
r = ——" Tog = —————
2a 2a
_—(=1H-3 (=D +3
T 2x1 T 9x1
_ 2 _4
D) )

Le coefficient du terme du second degré est positif, on
en déduit qu’il admet le tableau de signes suivante :

T —00 -1 2 +00

6 - § o+

On en déduit la limite suivante:

lim 22—z —2=0%
T2+

x2—x—2 +

Ainsi, on a la limite suivante: lim 400

e TR B

En reconnaissant les identités remarquables au numéra-
teur et au dénominateur de cette fraction rationnelle, on
a la transformation algébrique suivante:
2 —6x+9  (z—3)? x—3

2—9  (z+3)(z—-3) z+3
On a les deux limites suivantes:

lim x—3=0" ; lim z4+3=6

T3~ 3"

On en déduit la valeur suivante de la limite:
I 2 —6x+9 z—3
im ————— = =

m =
3 1‘2 — 9 z—3— T + 3

Correction 16

a. Pour z#0, on a les transformations algébriques:

3 3

4
I G ) B
222 — 424 ’m4.(2 ) T2

S-4) 5

On a les deux3limites suivantes: 5
Im 1——=1 lim — —4=-4

T——00 3 Tz —oo 2

On en déduit la limite du quotient :

1 3
1 zt — 3z I o3 1
x»—l>r—noo 2x2 — 4ot z'—ylloo 3 4 o

Etudions le polynéme définissant le dénominateur du
quotient. Il admet pour discriminant :

A=V —4dac=5"—4x2x2=25—-16=9
On a la simplification suivante: \/Z = \/§ =3

Le discriminant étant strictement positif, ce polynéme
admet les deux racines suivantes:

—b— /A —b+ /A
1= ——F T2 = —F
2-a 2.a
_—5-3 =543
o 2x2 - 2x2
-3 =2
T4 T4
=-2 1
T2
Ainsi, ce polyndme admet pour tableau de signes:
1
T —00 -2 5 +o00o
2% 4+ 5z + 2 + - +

On a les deux limites suivantes:

lim 222 4+5z+2=0"

lim z—1=3 ;
r——2+

z——21

On en déduit la limite du quotient :
-1
lim x

eyt 22 L b 42 0

Etudions le polynéme du second degré définissant le
dénominateur du quotient. Il admet pour discriminant :

A =0 —4ac=(—4)?—4x3x(—4) =16 + 48 = 64
On a la simplification : \/K = \/6> =38

Le discriminant étant strictement positif, ce polynéme
admet les deux racines:

—b— /A —b+ /A
Ty = —F Ty = ——(F
2-a 2-a
_ —(—4) -8 _ —(—4)+8
2x3  2x3
4-3 443
T 6 T 6
= 12
T 6 T 6
e =2
]

Ainsi, ce polynéme admet la forme factorisée suivante:
2
302 —dr—4=3(c—2)-(v+3) = (2-2)(32+2)

On a les transformations algébriques suivantes:
4 -2z 4—2z —2(x — 2)

302 —dr—4  (z2-2)-(3z+2) (v—2)-(3z+2)
=2
T 3x+2
Ainsi, on a la limite:
. . - -2
lim = lim =
=2t 3r+2 a2t 3x+2  3x242
_ =2 _—2__1
S 6+2 8 4

Correction 17

a.

Pour x#0, on a la transformation suivante:
2 2

“(3+5) 3+

326 + 223 F ( 3) 3

- 1\ 1
(2o 5) (2 5)

On a les deux limites suivantes:

208 — 3

2 1
lim 3+ —=3 ; lim x2~(27—)
T—r—00 J;3 T—+o0 3;‘5
6 2 3
On en déduit : lim M =0

ztoo 228 — 13
Pour z#0, on a la transformation suivante:

35 — 3 x3~(3m2 - 1) 3.2 1

x4+ 3 :c3~(m+1) R

On a les deux limite suivantes:

lim322-1=-1 ; limz+1=1
x—0 x—0

On en déduit la valeur de la limite suivante:

. 3z° —x _

rE)r(l) 1‘4 + 1‘3 -
En observant que le dénominateur s’annule en 3, on dé-
duit que 3 est une racine de ce polynoéme; on obtient sa
forme factorisée:

—22% +4x +6 = —2(x — 3)(z + 1)
Vérifions cette factorisation:
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—2(z—=3)(z+1)=(—2z+6)(x+1)
=202 20 +6x+6=—-2224+4+6

Le coefficient du second degré de ce polynéme est né-
gatif, on obtient le tableau de signes suivant :

T —00 -1 3 +o00

—22% + 4z + 6 — + -

Ainsi, on a la limite suivante:
lim 222 +4c+6=0"

T3+
On en déduit la limite suivante:

m — =
w8t —222 + 4z + 6

En observant que le numérateur et le dénominateur
s’annule en 2, on obtient les factorisations suivantes:

® 22 -32+2=(z—-2)(z—1)

® —3%2—1—5.734-2:—3(%‘—2)(%‘—}—%)

Vérifions ces factorisations:
® (1 —2)(z—1)=2—2—22+2
=2 -3z +2
1
o —3(z-2)(o+3)=(2-2)(-32-1)
=322 —zx+6x+2=-322+5z+2

Ainsi, on a la transformation suivante du quotient :

2 -3x+2  (z—-2)(z-1)  =z-1
_ 9.2 - 1IN 3, —

3z +bx+2 —3(%—2)(584-*) 3r—1

3
On a les limites suivantes:
limz—-—1=1 ; lim -3z—-1=-7

T2+ 2t

On en déduit la limite suivante:
22 =3z +2

lim — T e
oot 372 + 5542 7

Correction 18

a. Pour z#0, on a les manipulations algébriques suivantes :

31 31
)5+

2
54+ 2 - — 2 _ =
5x2+3x—-1 * <+m 22 22
3 - 2 - 2
3x% + 2z x3-(3+ 72) x-(3—|— 72>
T T
On a les deux limites suivantes:
. 3 1 . 2
lim 5+4—-———==5 ; lim x-(3—|——):—|—oo
r—>—+00 X {E2 T——400 (1;2
On en déduit la limite suivante: 5 )
B +3x—1 Pt 73
oo B0 120w 2N
—+ x - (3 T 72)
T

Pour £#0, on a les manipulations suivantes :
3zt —22  x-(32°—2) 323 -2

a3+ 22 22 (z+1) _:z:~(x+1)

On a les deux limites suivantes:
lim 32° —2=—2 ; lim :r~(x—|—1) 0"

T x—0—

On en déduit la limite suivante:
I 3zt — 2z . 33 — 2
im —— =

- m ——— =+
w0- T3 422 2s0- z(z 4 1)

En remarquant que le numérateur et le dénominateur
s’annule, on en déduit que 2 est une racine commune au
numérateur et au dénominateur.

Vérifions la factorisation suivante:

2 —dr+4 (x—2)?
—222 4+ 10z — 12 (z —2)(6 — 22)
® (r—2)2 =04z +4
® (1—2)(6—27) = 62 —22%—12+42 = —22% + 102 — 12

Ces deux développements permettent d’établir la fac-
torisation annoncée.

Ainsi, on en déduit la simplification suivante :
2?2 —dx +4 (x —2)? _r—2

222110z —12 (z—2)(6—22) 6-—2z

On a les deux limites suivantes:

lim z—-2=07 ; lim 6—-2x=2
2t T2t
On en déduit la limite suivante:
. 22 —4dx 44 . T —2
lim im

ot — 202 4 107 — 12 oot 6 — 20

d. Pour connaitre le signe du dénominateur, nous devons

connaitre les deux racines du polynome du dénomina-

teur; le discriminant de ce polynéme a pour valeur:
A=0b—4ac=1%—-42(-1)=1+8=9

On a la simplification suivante: \/Z =v9=3

Le discriminant étant strictement positif, ce polynome
admet les deux racines suivantes:

—b—+/A —b+/A
Tl = —F7 Ty = —(—
2-a 2-a
-1-3  —1+3
29 29
4 2
T4 T4
=-1 1
T2

Le discriminant de ce polynome étant strictement posi-
tif, ce polynéme admet le tableau de signes suivant:
1

T —00 -1 5 400

202 +z -1  + - +

Ainsi, on en déduit la limite suivante:
lim 2224 2—-1=0"

r——1t
On a ainsi le résultat :
lim ———m— = -
zs—1+ 222+ —1

Correction 19

1. Le facteur v/x2+1++/2z+1 étant non-nul, a laide de
I’expression conjuguée du dénominateur, on a les trans-
formations algébriques suivantes:

_ z-(Va?+1 +y/a+1)

Va4l =+l (Va2+l —vVa+l ) (Va2 4+l +y/z+1)
B m-(\/x2—|—1 —|—\/x—|—1) 71:-(\/x2—|—1 —|—\/x—|—1)
VT (i) @r) )
e(Va2+1 +vr+1) o (Va?+1 +yz+1)

2?4+1—z-1 x-(m—l)
V221 +Vz+
N r—1

2. On a les deux limites suivantes:
lim V2241 +vz+1 =2 ; lim z2—1=-1
=0t

z—0t

On en déduit la limite du quotient :
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x Va2 +1 +z+1

li = 1
o0+ Vaz+1 —z+1 DO+ z—1
==
Correction 20

a. Le facteur /2+3+2 est non-nul. On a la transforma-
tion algébrique suivante :

1—x (l—x)(\/m—i—Z)

Ve+3-2 (Vo+3-2)(Va+3+2)
_(=n)(Vers+2) (-e)(Ver3+?)
(\/m) — 92 r+3-4

(1-2)(Ve+3+2) —(z—-1)(Vz+3+2)

r—1 r—1

—(Vr+3+2)

On a les deux limites suivantes:

(Ve +3+2)=-

R T W =2,
b. Cherchons la forme factorisée du dénominateur de ce
quotient. Ce polynéme du second degré admet pour
discriminant :
A=b—4ac=4%>—-4x1x3=16—-12=4
On a la simplification : \/K = \/41 =2

Le discriminant de ce polyndéme est strictement positif;
ce polyndéme admet deux racines:

—b—VA b+ VA
Tl = T2 =
2a 2a

42 C—4+2

21 21

6 =2

T2 T2

=-3 =-1
Ainsi, le décnominateur admet la forme factorisée suiv-
ante:

2?4+ 4r+3 = (x+1)(x+3)
On a la transformation algébrique suivant du quotient :
Ve+l Va+1l 1
2+4dx+3  (z+1)(z+3) Vz+1l(z+3)
On a les deux limites suivantes:

lim Vx+1=0" ; lim z+3=2

——1+ ——11

On en déduit la valeur suivante:
ve+1 L 1

li —_— =1 _— =
m»—iglﬁ 2 +4x +3 m.—ir—nﬁ Vo + 1(95—}—3) oo

Correction 21

a. On a les deux limites:
lim =400 ; lim \/:;—1=+oo

r——+00 T——+o0

On en déduit :

lim x\/:;—x— lim x(\/;—l)

T——400 400
= 400

b. Pour tout z € [0 ; 2[, le facteur y/2x+2 est non-nul. On
les transformations algébriques:

z—-2  (2-2)(V22+2)
Va2 (ar-2)(Ya 1)
(-2 (V2 +2) _ (z-2)(V22+2)
(@)2_22 2z —4
(-2)(Vr+2) 2o+
2(x — 2) 2

On en déduit la limite:

. T —2 \/2m +2
lim —
T27 /D — 2 :L’HZ*

=2

Correction 22
1. Pour tout x€R, on a:
22>0
2241>1>0
2+1>0

Ainsi, la racine de z2+1 existe et vérifie:

vVzz+1 >0

Le dénominateur existant et étant non-nul sur R, on en
déduit que la fonction f est définie sur R.

2. Pour x#0, on a les transformations algébriques suiv-

antes: 1 1
(1) b
flz) = “;1 _ = Ul I S :
Va?+1 \/x2-(1+—2) V14 =
T x
1
m~(2+7)
_ T
1

3. FEtudions l'expression de la fonction f:

. x~(2+%) -(2+1)
|x|o\/1+§ \/1+f

On a les deux limites suivantes:

® au voisinage de —oo:

1

2+ =
X

\/1+—

1 / 1
lim 2—4—7—2 ;o lim /14— =-1
T —00 T —00 €T
On en dedult la limite suivante:
24— 9
lim f(r)= lim ——%— =" = -2

T——00 T —00 1 —1
—\/1+ =
T

® au voisinage de —|—oo:
1 1
T/ _

e(2+7)
1 1
|:c|\/1+— '\/HP \/1+?

On a les deux hmltes suivantes:

1 1
lim 2—1—7—2 ; lim 1+ —5=1
Tr——+00 T——+0o0 xT
On en dedult la limite suivante:
2+ p 9
li li —_—t = - =2
1+ —
2
Correction 23

En remarquant que le dénominateur s’annule en 3, on a la
factorisation suivante:
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1
2x2—5x—3=2(x—3)(x+§) — (z—3)(2z +1)
Veérifions cette factorisation :
(r—3)2z+1)=222+2—6x+1=222—-5x+1

Ainsi, on a la transformation suivante:
vV3—-x V3—=x
r2—-5x—-3 (x-3)(2z+1)

Le nombre 3 n’appartient a4 I’ensemble de définition :

_ V3—zv3—2x _ 33—z
(x—=3)2z+1)v3—2 (z—-3)2r+1)vV/3—x

—(x —3) -1

(z-3)2z+1)V3—2 (z+1)V3—z
On a les deux limites suivantes:
lim 2z +1=7 ; lim /3 —-2=07"

T3 3"
Ainsi, le dénominateur a pour limite :

lim (2z+1)v/3—2z=0"
T3~
Ainsi, on a la limite suivante du quotient :

V3—=

m ——-—
e—3- 202 —Hr — 3

= —0

Correction 24

a. Pour z#0, on a les transformations algébriques:
\/ N
vETern V()
_ B 1
z—1 . (1 _ 7)
x

=N 11

T
1 1
:c~(1 - f) "” 1=
T T
On a les deux limites suivantes
1 1
\/ﬁ 1+—-+—=
1 =1 ; lim I~ —1
r——+00 X T——+o0 1 - l
T
v/ x? 1 1
On a la limite: lim veitetl =-=1
T—+00 r—1 1

b. Pour x#0, on a les transformations algébriques:
1 1
L Ve g) VeI
B x B x

1

X

Etudiant la limite en —oo, supposons que x ne

prenne que des valeurs négatives:

S (LE S

1
On a la limite suivante: lim 1 + — =1
T——00

On en déduit la limite suivante:
241 1
im YD g 14— =1
T —00 €T T —00 €T

Correction 25

Pour £#0, on a la transformation algébrique suivante :

p— x p—
= — =
Vaigfd——+— |z
T oz

x
3 1

YV

| x+x2

La limite recherchée est pour x tendant vers —oo, on con-
sidérer qu’on travaille sur l'intervalle }—oo ;0 [:

x - 1
3 1 3 1
—zfA- =+ = —\A-S+ S
X T X X

On a la limite:

3 1

lim —\/4— >+ =—4=-2
T xT

I—>—00

On en déduit:

T 1

lm — = =

1
TH——00 4'$2 _ 337 + 1 —2 2

Correction 26

1.

Pour déterminer ’ensemble de définition de la fonction

en fonc-

f, il faut déterminer le signe du quotient

tion de la valeur de z.

L’étude du signe de ce quotient passe par ’établissement
du tableau de signes suivant :

x —00 -1 1 +00

dz—4 - -

r+1 - +
4dr—4
41

+ —

Comme une racine n’est définie que lorsque le terme sous
son radical est positif ou nul, on en déduit que la fonc-
tion f est définie sur I’ensemble:

Df:]—oo;—l[ U [1;—1—00[

Pour £#0, on a la transformation algébrique suivante:
4 4
(-8 it
[dx — 4 _ r ( z) _ T
1 1
z+1 w(1+-) \1+-
x x

Etudions les limites de la fonction en +o00 et —oco

® On a les deu;gl limites suivantes:

lim 4——=4 ;
Tr——400 x 400 X

On en déduit la limite suivante du quotient :

dr—4 47
im T = lim 1
r—+oo T + T—+o0o 1+ =
x
Par l'utilisation de la limite d’une fonction composée,
on obtient :

li = \/ 4=2

® De méme, on montre que:
4 —4
im =4
z——0c0 x + 1
Ce qui permet d’obtenir la limite suivante :

4x —
1 = 1 1/ 4=2
lemmf im +1 f

On a les deux limites suivantes:
lim 40 —-4=-8 ; lim 2+1=0"
r——1- r——1-
On en déduit la limite suivante du quotient :

=4
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Par la limite d’une fonction composée, on en déduit la
valeur suivante :

4xr — 4
li = 1

La fonction f est définie en 1 et on a:

sy =y T 0 o=

Ainsi, la courbe €7 admet deux asymptotes:

= 400

® Les deux limites suivantes assurent que la droite
d’équation y =2 est une asymptote horizontale en —co
et en +00:

lim f(z)=2 ;

® La droite d’équation x=—1 est une asymptote verti-
cale & la courbe € en —1:

lim f(z) =400
r——1-

Correction 27
1. ® Le point J(—g ; —g) appartient & la courbe ¥
représentative de la fonction f; on en déduit:
3 3
D
K(—1;0)€€. ona: f(-1)=0
0A< 141>€‘€ on a: f(l):lql
® B(2;2)€%¢. ona: f(2)=2

Dans I’énoncé, on précise que la droite d’équation y = 1
est asymptote & € en +o00; on en déduit la valeur suiv-
ante de la limite

li

A fe) =

® Au point A, la courbe ¢ admet une tangente paral-
lele a 'axe des abscisses; ainsi, le coefficient directeur
de cette tangente a pour valeur 0.

Le point A a pour abscisse 1; on en déduit la valeur
du nombre dérivé de la fonction f en 1:

(1) =o.

® La droite (BT) est la tangente a la courbe € au point

d’abscisse 2. Le coefficient directeur de la droite (BT)
est obtenue par le quotient :

yr—yp 0—2 _

T — IR T4-92
On en déduit la valeur de f/(2):

f(2)=-1.

Correction 28

1.

2.

Le dénominateur du quotient définissant I'image f(x)
d’un nombre z par la fonction f est un polyndéme du
second degré dont le discriminant a pour valeur:
A=b—4ac=(-2)2—-4xIx5=4-20=—16

Le discriminant étant strictement négatif, ce polynome
n’admet aucun racine.

Le dénominateur de ce quotient ne s’annulant jamais,
ona: Dy=R.

a.) Pour £#0, on a les transformations algébriques
suivantes :

fz) =

) 4 1 4 1
x2+4z—1:x'(1+;‘ﬁ) )
22 -2z +5 x2-(1—2

Déterminons la limite de la fonction f en +oo:
On a les deux limites:

2
lim 1+—-—-—=1; lim 177+£:1

x——+00 x X x——+00 xX

On en déduit la valeur de la limite:
R R
Jm flz) = lm —5— =g =1
1-=+ =
r

On en déduit la limite de la fonction f en —oco:

T T 0) =

b.) La fonction f admet une seule asymptote: la droite

y=1 est une asymptote a la courbe ¢ en —oco et en
—+00.

a.) L’expression de la fonction f est définie par le quo-
tient des fonctions u et v définies par:
ux) =22 +4x -1 ; v(@)=22-22+5
qui admettent pour dérivées les fonctions:
u(z)=22+4 ; v'(x)=2z-2
Ainsi, la dérivée de la fonction f admet pour expres-

SO (@)-0(e) - u(a)' ()

fl(z) = 2

[v(2)]
(2z+4)-(m2 —2x+5) — (x2 + 4x — 1)~<2x7 2)
(m2 —2x + 5)2

B (2{E3 — 422410z +4x> —8x+20) — (2963 —22248x2 —8$—21‘+2)

(22—22+45)°
_(20° + 20+ 20) — (22° + 62 — 10z + 2)
a (22 — 2z + 5)2
223 + 2 4+ 20 — 223 — 622 4+ 10z — 2
(22 — 2z + 5)2
—622 + 122 + 18
(22 — 2z + 5)2

b.) Pour dresser le tableau de signes de f'(z), il suffit
d’étudier le signe du numérateur du quotient définis-
sant son expression car le dénominateur est stricte-
ment positif.

Le polynéme définissant son numérateur a pour dis-

criminant :

A =b%—4.qc=12°
144 + 432 = 576

On a la simplification suivante:

—4x(—6)x18

V076 = 24

Le discriminant étant strictement positif, ce polynome
admet les deux racines suivantes:

—b— /A —b+ VA
T = —F Ty = ——
2-a 2-a
_—12-24 _ —12+4+24
~2x(—6) ~2x(—6)
_ —36 12
—12 - 12
Ainsi, on obtient le tableau de signes de la fonction
dérivée f7:
T —00 -1 3 400
f'(@) - + -
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On en déduit le tableau de variations suivant :

T -00 -1 3 +oo
1 3
Variation
de f
,% 1

4. On a les deux valeurs:

. f(1)712+4x17171+4717471
C12-2x1+45 1-2+5 4

—6x1+12x1+18 —6+12+18

()= -
(12 -2x145)*  (1-2+5)
_24_ 24 3
42 16 2

L’équation (A) a pour équation réduite:

y=r1)=-1)+f1)

3
yzi-(az—l)—&-l

3
yza(x—l)—&-l

3 3
=2rx-241
y=grogt
_3. 1
Y=9%7 39

5. Voici la représentation de la droite (A), de la courbe &
et de son asymptote:

iy

[|4¢]
N

(a3

Correction 29
1. Pour z#0, on a les transformations algébriques suiv-
antes:
5.(1 4 1 12
xd— 42+ +12 x( _;4_?4_?)
x
(1 4 n 1 12)
(11— 24+ — 4 =
_ x 2% ad
- 4
4+ o)

On a les deux limites suivantes:

lim x~(1—7+—+—):+oo ;0 lim 44— =4
T +oo x  x2 a3 z—+o0 x
On en déduit la limite suivante: ) 19
z(1l——+ - + *3)
lim f(z)= lim L L~ T/ — too
xr——400 x——+00 4
1+ —
T

De la méme maniére, on en déduit la limite de la fonc-
tion f en —o0:
lim f(z) = —o0

T —00

2. (a.) On a les transformations algébriques suivantes :

16 (ao:z: + b)~(4~x2 + 4) + 16
ar+b+ =
4.2 + 4 472 +4
_ da-x> + da-x + 4b-x% +4b+ 16
B 422 +4
B da-x> + 4b-x? + da-x + (4~b + 16)
N 4-22 + 4
Par identification avec I'expression de 'image de x et
puisque ces deux quotients ont le méme dénomina-
teur, on obtient le systéme suivant :

4a =1
4b = —4
4a =1
4b+16 = 12

On remarque facilement que ce systéme admet un
unique couple de solutions dont les valeurs sont :

1
- b=-1
a 1 H

On obtient 'identité recherchée :

1
- —1
f@) =114 216

b.) Pour étudier la position relative de la droite (d) et de
la courbe 6%, considérons la différence suivante:

RN S

B 16
422416
Ce quotient étant positive, on en déduit l'inégalité
suivante:
16 >0
422416 ~

f(z) — (ix — 1) >0

f(z) > %-x— 1

On déduit de la comparaison précédente que la courbe
€ se situe au dessus de la droite (d) sur R.

3. On a la limite: lirf 422 +4 = 400
T——+00
On en déduit:
lim f(z)— (lx - 1) = lim 16 0
T—+00 4 T atoo 42 +4 -

4. La courbe représentative de la fonction f est la courbe

cgl:

b

\\_//z
| —

b i /10
/

——

On observe que la courbe ¢ est au dessus de la droite
(d) et on observe qu’en “+400” la droite et la courbe se
rejoindront.
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