Tale spe maths Calculs d’intégrales - Corrigé Mai 2023

Ex 1 : (**) - Calculs d’intégrales (méthodes post-BAC)

X
-1

X
x—1"

I,= dx ;on pose f(X)ZX

N Sy 1

donc f(x)= =1+

_x—1+1 1

x—1 x—1

donc F(x)=x+In(x—1) donc I,=3+F(5)—F(2)=3+2In2

4 9
I—IX+X+1
27 2

2

(x*—1)°

.dx ;onpose f(x)=

2
X +x+1

(x*~1)"

a b

; on cherche une

décomposition en éléments simples : (x)= (

_xX’+x+1_ b(x—1)

ona: (x—1ff(x)="——=a+——— ;si x=1 alors a=3

(x+1) (x+1)

 (xa1)? X=x2+x+1=a(x+1)2
ona: ( 1) f() (X—l)z (X—l)z

X—

+ N
1)2 (x+1)2 ou a,beR

4

+b ;si x=—1 alors bZ%

0,75 0,25 -0,75 0,25
x)= + F(x)=—222_2
donc f( ) (x—l)z (x+1)2 donc (x) o1 x+1
8
donc I2:F(4)—F(2):E

b x'+x°—13x2—27x+8

I,= dx soit f(x)

x*+x*—13x*—27x+8

5 x’—2x—8 x*—2x—8
On applique une division Euclidienne :
x4+ —13x2 - 27x+8 | x2 —2x —8
—x% 4+ 2x3 4 8x2 x2+3x+1
0x* + 3x3 — 5x2 — 27x
—3x3 4+ 6x2 + 24x
0x> +x2 —3x+8
—x2 +2x+8
0x2 —x+16
—x+16 —x+16
donc f(X):X2+3X+1+2X— on pose Q(X):zx—
x—2x—8 X —2x—8
—x+16 _ a b

donc g(x)z (x—2)(x—4) _x—4+x+2

ou a,beR

a . b _a(x+2)+b(x—4) (a+b)x+2a—4b

x—4 x+2  x*-2x-8 x’—2x—8

or:

par identification des termes :

a+b=-1 o a+b=-1 (1);}2) 3b = -9 o b=-3
2a —4b =16 a—2b=28 a=—-1—b a=>2

__2 3 _ _4)—

donc g(x)—x_4 ~.p donc G(x)=2In(x—4)-3In(x+2)
x> 3x°

d’on F(x):?+7+x+21n(x—4)—31n(x+2)

donc on obtient I3=F(6)—F(5)=%+21m(2)—31m(%)

IFI(SiH(X)*'X-COS(X))-dX ;onpose f(x)=sin(x)+x.cos(x)
0

alors on vérifie que F (x)=x.sin(x) est une primitive de f(x)

car F’(x)=f(x) donc I,=F(x)-F(0)=0

[1- 1-1
15=f1 lznx.dx ; on pose f(x)= inx ; on cherche F telle que
1 X
s _Inx .
F’(x)=f(x) ;on vérifie que F<X)_T convient
donc 15:1?(2)—1:(1):1“72

1
16=f 1 ~.dx ; onpose fx)= ; on utilise le théoreme de
0

1+x 1+x°
1

g9°(g"'(x))
soit g(x)=tan(x) donc g '(x)=arctan(x) ;ona g’(x)=1+tan’(x)

dérivation d’une fonction réciproque : (g'(x))=

1 1

e - =Ix F(x)=arct
donc (g '(x)) |+an’(arcan (x)  1+%° f(x) donc F(x)=arctan(x)
ainsi Ie:arCtaH(l)—arctan(o):%



Ex 2 : (**) - Avec une intégration par parties (IPP)
Rappel de la formule de I’IPP : f u ’.v=[u.v]—f u.v’

1
I, fln .dx ; on pose u=In(x) et v’=1 donc u’:; et v=x

donc I,=[x.In(x fldx [x.In(x)—x]{=41n(4)-3=8In(2)-

4 2
12=f x.In(x).dx ;onpose u=In(x) et v’=x donc u’Z% et vzx?
1 X 15
donc I,=[0,5x*In(x f05x dx= [— In(x)— 4]281n(4)—7
1
I fx In(x).dx ;onpose u=In(x) , v’=x* donc u =1 v=x—3
b X ) 3
3 4 4 2 3 3 4
X X X X 64 65
donc I3=[§.ln(x)]1—{E.dx=[§.ln(x)—§]1=?ln(4)+?
1
I,= _f xe".dx ;onpose u=x , v’=e* donc u’=1 , v=¢"
0

donc I,= fe dx=[(x—1)e"];=1

Rque_: une variante de méthode consiste a poser f(x)=xe* et chercher
F(x)=(ax+b)e" telleque F’(x)=f(x) ;ontrouve a=1 et b=—1

2
(double IPP) --> 15:f x*.In*(x).dx
1

3
onpose u=In’(x) , v’=x> donc U’=21;1X , v:%
donc I [3 fx In(x).dx ;on utilise 'IPP de I,
3 2 3 32
X 2 2 X X 8, 16 14
I.=|—.1 —=1=.1 —— | ==In"(2)——1In(2
donc 1,1 “("”1 2 i) =8 w(2)- Lo o) 24

1
I.= f(1+x).e2x.dx ;onpose u=1+x" , v’=e’
0
er 1+X2 11
donc u’=2x , v= donc I,=[ .ezx]—fx.ezxdx
1 ° °
On calcule alors I’intégrale I 7=f x.e*.dx
’ e2x
onpose u=x , y’=e** donc u’=1 , v= 5
1 ox 2x 1 2
donc I,= f dx——— ] =& *1
0 45 4
. 1 3 e2—1)
d’ou 16:32—5—17:(T

Ex 3 : (**) - Avec des changements de variables
1

Il=f V1—x*.dx
0

On peut penser a la relation sin?t+cos?t =1 & cos?t =1 —sin’t

; il s’agit en fait de calculer I’aire d’un demi-disque

On pose x =sint etcomme x € [0; 1] on peut prendre f € [O; g]

. . e - T
La fonction sin est bijective et monotone de [U ; 5} sur [0; 1].

1 2t
V1—x2=|cost|=cost et thcosd

24
cos“t =
2

dx = costdt,
Ona:

/vl—xzdx_f V1 —sin?t(costdt) = ] cost(costdt) = ]Tcosztdt

0

sm2tr* o sinm
0

7 14 cos2t 1
= [T ————dt=|= == ~0-0
/U = at [2t+4 T+ 0
_n
4
1
f dx ; on pose la fonction f () T
«/x+2x X\/x+2x

on observe que [ est définie et continue sur [1;2]
donc f admetune primitive F sur [1;2]
donc f estintégrable au sens de Riemann



Déterminer une primitive de la fonction f définie sur |0 ; +o0[ par :

- 1
flx) = xvVx? -+ 2x

Soit F une primitive de f, on a alors :

on pourra poser x = ?

F“‘):/x\/%

La fonction inverse est bijective et monotone de |0 ; —|—oo[ sur |0 ; 4-co|.

1

dx=——dt, dob F(x / / /
2 ()= x\/x2+2x f ~/1+2
u' ~1 1 L
— = 2 aalors —— = - 1+ 2¢
NG Vu, onaalors JiTor m
/2
On revient alors a I’ancienne variable : 1+2t=—4/1+ % = 7%23{
VxZ 42
Une primitive de f estdonc: F(x) = —%

donc I,=F(2)—F(1)=—0,5V8+v/3=v3—-+2

/2

Is:f

5 1+sin’(x)

T
cos(x) .dx ;onpose u=sin(x) sur [O’j]

w2

cos (x)
d du=cos(x).dx d L= ———. . =
one () one {1+sin2(x) o 1+u’ 4

Ex 4 : (**) - Calculs d’Aires & Volumes

Compte tenu de la symétrie de la
sphere, on calcule le volume d'une
demi-sphére qu’on multipliera ensuite
par 2.

On découpe ainsi la demi-sphére avec
des plan perpendiculaires a 'axe (Oz).
Les surfaces obtenues sont alors des
cercles de rayon r(z). La surface de ces
cercles 5(z) vaut :

S(z) = nr?(z)

Il reste donc a déterminer le rayon r(z) en fonction de z a 'aide du théoréme de
Pythagore dans le triangle OMN rectangle en N(0,0,z) :

r’(z) = R* — 22

On obtient alors le demi volume de la sphére :

L= [(s@)dz= [ n(RE—2)dz = RZ—Z—SR— R - R 2 2
5 —/0 (z)z—/o 7( z9)dz=m z 30—71: 3 —371

4

On retrouve alors le volume de la sphere: V = §HR3
On découpe le cone d’axe (Oz) avec des plans perpendiculaires a axe (Oz). Les
surfaces obtenues sont alors des cercles de rayon r(z).
Il reste donc a déterminer le rayon r(z) en fonction de z a 'aide du théoréme de
Thales dans les triangles : OBB’ et OAA’, on a avec A(0,0, z) :

OA ANz ) R

OB ~ BB’ K~ R T
On obtient ainsi le volume du céne :

z

n hoR2,2 _\ .
V:/ mr(z) dz:/ . B R B
0 0

W2 |
2 2 r.31h
= —HIE j ZZdZ = —H—I; {Z—] X z
h 0 h 310 A A .
nR2 (K 1, |
|
On rqltruuvc ainsi le volume du cone : ' Y
V = —nR2h O
3 /
b 10
V=\|x.f(z).dz avec f(Z):
{ f ( ) 1+47°
1
donc V= 100ﬂf .dz avec une IPP
1+47°)
X arctan(2z) .
on obtient V=100 o+ ( )]
2(1+42°) 4 .




