Tale spe maths Calculs d’intégrales - Corrigé Mai 2023

Ex 1 : (**) - Calculs d’intégrales (méthodes post-BAC)
w2

Ilzf cos’(x).sin’(x).dx (linéariser sin*(x) et cos’(x) )
0

soit f(x)=cos’(x).sin’(x) or Sinz(x)Z%(l—cos(Zx)) et

COSZ(X):%(ucos(zx)) donc f(x)Z%(l—cos (2x))= %(1—cos(4x))
donc F(x):%(x—%sinmx)):%—% donc Il:f_G

f\/i .dx (utiliser F(x)=In(x+Vx’~1) )

X
1+ _
o Vx¥—=1_ 1 donc I,=In(2+v3)-In(v2-1)
F (x)— —=
x+\/x—1 \/x -1
(1
I, :f 3 .dx (décomposer en éléments simples)
2 x(x° 1)
it f(x)= 1 _ 1 —a, b ,. ¢
solt x(x*~1) x(x—=1)(x+1) x x—1 x+1
1 b
xf(x)=X2_1:a+x_X1+XC+1 si x=0 alors a=-1
1 a(x—1) c(x—1) 1
-1 = = b 1 = b==
(X )f(x) Ptx " +b+ ol si x=1 alors 5
+1) b(x+1
(x+1)f(x)= 21 _a(x ), blx )"'C si x=-—1 alors C:l
X —Xx x—1 x—1 2
—-1,05 05 _ 5
donc f(x)= T donc F(x)=—In(x)+0,5In(x’~1)
ainsi I,=In(0,4)+0,51n(24)

2
1
1,= .dx (décomposer en éléments simples
4 !x2—4x—5 ( P ples)
1 1 b a+b)x—5a+b
soit f (x)=— = =——+ :( 2)
X —4x-5 (X+1)(x—5) x+1 x-—5 x*—4x—5
par identification on obtient a+b=0 et —5a+b=1
-1 1, -1 1
=— b—— +
donc a 5 et 5 donc f(x)= 6(x+1 - 5)
1 —In5
F :— I e ——
donc (X) 6 (x+ ) donc 1, 6
ro1
I.=| ————.dx (utiliser une forme canonique et
5 '!)‘X2+4X+5 ( q ‘fu2+1 )
soit f(x)z 5 1 = 12 ; on pose u=x+2 donc dx=du
X*+4x+5 (x+2)+1

. du=[arctan (u)];=arctan (4)—arctan(2)

1+u

" cos(x) . L » .
Is= .dx (poser u=sin(x) puis décomposer en éléments simples)
o 1+cos*(x)’
V2/2 1
onpose u=sin(x) donc du=cos(x).dx donc 16:f 5 >.du
0 —u
1 1
; ul= =— +— a=b=——
soit [ (u) i V2—u 2+u donc 212
1 1
donc f() 2\/’(\/5 u \/\/§+u)
In(2—u?) In(0,75)
= "/ I.= -
donc F(u) Wi donc I, 2

3In2

172.[

In3 ex+1

onpose y=ve*+1 donc du=

.dx (poser u=ve*+1 puis décomposer en éléments simples)

X

1
u—1

.dx donc I.= .du

N S—

\/ex+1



. __1 _05_05 1, u—1

soit f(u)_uz—l_u—l 1+ donc F(u)_Zln(u+1>
1 3

donc I7=§ln(§)

.dx (poser u=x" puis décomposer en éléments simples)

4
L=/
2

x(x4—1)
256
=x*d =4x, d IL.=| ————.d
onpose uy=x donc du=4x .dx donc I 1J; 2u(u—1) u
1 a 1,—-1 1
=—+ i =——+
onpose f(u) 2u(u=1) u 7 on obtient [ (u) 4( ” u—l)
1 u—1, 1 1
Flu)==1 =—In(1—-=
donc (u) ) ( U ) 4 ( )
1 255 15 1 17
I.==(In(==)—In(=—=))==1n
done Iy =7 (In(255)=In(7))=5 ()
Ex 2 : (**) - Avec une relation de récurrence
xl2
1) On pose pourtout n€IN : I —f sin"(x). dx
a) Calculer les valeurs exactes de IO , I et I,
b) Montrer que: Vn=2 | I —n—anI
¢) En déduire les valeursde I,, et I,,, enfonctionden
/2 T2
On obtient 10:f 1.dx:% ; Ilzf sin(x).dx=[—cos (x)]7"*=1
0

w2

et Iz:fsinz(x).dx—lf (1—cos(2x)).dx= 1[x 0,5sin (2x)J7*=ZL
0 25 2 4

w2 w2
Soit n=2 ; In:f sin"(x).dx=f sin (x).sin"'(x).dx
0 0

alors on effectue une IPP en posant u’=sin(x) et v=sin""(x)
donc u=—cos(x) et v’=(n—1).cos(x).sin""*(x)
wl2

donc I,=[—cos(x).sin" "(x)];*+(n—1) f cos’(x).sin"*(x).dx

donc In=(n—1)ﬂf2 (1—sin®(x)).sin" *(x).dx

0
/2

donc I,=(n—1) { (sin"*(x)—sin"(x)).dx
1

donc I,=(n—1).I, ,—(n—1).I, donc I,IZH%XI,]_2
Ainsi par un raisonnement par récurrence, on déduit que pour n=1
1x3x5x---x(2n—-1) =« 2x4Xx6x---x(2n) 1

2 2x4x6x---x(2n) X gl 1x3x5x---x(2n—1)x2n+1

Compléments : La suite  (nI,I,_,) est constante car
b3
nIn:(n_l)In_z donc nIn—lIn_(n_l)In—QIn_lzlXIOXI125

La suite (I n) est décroissante et minorée par 0 donc (I ,,) converge (vers 0)

deplussi n->+co alors I,~I,; donc nl’~ 5 donc nN\/%

+ 000

2) On pose pour tout neN : In:fxn-efx dx
0

a) Calculer les valeurs exactesde I, , I, et I,
b) Montrer que: Vn=>1 |, I,=nXI
¢) Endéduire lavaleurde I, enfonctionde n

On obtient I(]:f e “.dx=[—e *];"=—0+1=1

Ilsz e “.dx= T +Te Ydx= f e “.dx=1
0 0 0

12:f xX.e X.dx=[-x".e ]5°°+2f x.e_x.dx:2f x.e “.dx=2
0 0 0

on effectue une IPP en posant u=x" et v'=e
donc u’=nx""' et v=—e

+00 +%

—X
— —_ _1 —_
donc In:f x".e “.dx=[—x".e X]g°°+nf x" e “.dx=n.I,_,
0 0
Ainsi par un raisonnement par récurrence, on déduit que pour n=1

In:n Inilzn(n—l)lnizz ..:n(n-l)(n_Z)...lonzn!



