
Rappels sur les fonctions polynômes

On appelle fonction polynôme de degrén à coefficients réels, toute fonction

P : x  anxn + an−1xn−1 + an−2xn−2 + an−3xn−3 + ⋯ + a3x3 + a2x2 + a1x + a0,

où les coefficientsa i, i ∈ 0,1,⋯,n sont des nombres réels, avecan ≠ 0.

Pour touti, a i est le coefficient de degréi, an est le coefficient dominant. Sian = 1, la fonctionP est dite unitaire.

Si P s’annule en une valeurα, alors on peut écrire : ∀x ∈ ℝ, Px = x − α × Qx, oùQ est une fonction polynôme de degrén − 1.

Définition : Une racineα deP est d’ordre de multipliciték si l’on peut écrire :

∀x ∈ ℝ, Px = x − αk × Qx avec la condition :Qα ≠ 0.

Propriété : α est racine double au moins deP si et seulement siα est racine deP et de sa dérivéeP ′.

Démonstration : On supposeα racine deP : ∀x ∈ ℝ, Px = x − α × Qx.

α est racine double au moins deP si et seulement siα est racine deQ.

Or : ∀x ∈ ℝ, P ′x = Qx + x − αQ ′x.

Doncα est racine deQ si et seulement siα est racine deP ′.

Exemple : 1 est racine double de f : x  x4 + 3x3 − 3x2 − 7x + 6.

En effet : f1 = 1 + 3 − 3 − 7 + 6 = 0, et f ′ : x  4x3 + 9x2 − 6x − 7, donc f ′1 = 4 + 9 − 6 − 7 = 0.

Donc : ∀x ∈ ℝ, fx = x − 12 × x2 + 5x + 6 = x − 12 × x + 2x + 3.

Théorème : Deux fonctions polynômes sont égales si et seulement si elles sont de même degré, et si leurs coefficients de degréi

sont égaux pour touti variant de 0 àn.

Remarque : Si deux fonctions polynômes de degrén coïncident pour plus den valeurs, elles sont égales.

Application : Soit f la fonction définie par : f : x  5x3 + 3x2 − x + 2
x − 1

.

Montrer que l’on peut trouver quatre réelsa,b,c,d tels quef s’écrive : f : x  ax2 + bx + c + d
x − 1

.

Démonstration : f est définie surD = −∞, 1 ∪ 1,+∞.

Or : ∀x ≠ 1, ax2 + bx + c + d
x − 1

=
ax3 + b − ax2 + c − bx + d − c

x − 1
.

Donc : ∀x ≠ 1, 5x3 + 3x2 − x + 2
x − 1

= ax2 + bx + c + d
x − 1

 ∀x ≠ 1 , 5x3 + 3x2 − x + 2 = ax3 + b − ax2 + c − bx + d − c

 a = 5, b − a = 3, c − b = −1, d − c = 2

 a = 5, b = 8, c = 7, d = 9. conclure

Equation du second degré :

Soit f : x  ax2 + bx + c, a ≠ 0.

On peut écrire : ∀x ∈ ℝ, fx = a x + b
2a

2
− b2 − 4ac

4a2 . On poseΔ = b2 − 4ac.

⋅ Si Δ < 0, l’équationfx = 0 n’a pas de solution réelle ;

le trinômeax2 + bx + c n’a pas de racine réelle et garde un signe constant : le signe de a.

⋅ Si Δ = 0, l’équationfx = 0 a une solution doubleα = β = − b
2a

;

le trinômeax2 + bx + c a une racine double, et : ∀x ∈ ℝ, fx = a x + b
2a

2
.

le trinômeax2 + bx + c garde un signe constant : le signe dea.

⋅ Si Δ > 0, l’équationfx = 0 a deux solutionsα =
−b − Δ

2a
etβ =

−b + Δ

2a
;

le trinômeax2 + bx + c a deux racines réellesα etβ, et : ∀x ∈ ℝ, fx = ax − αx − β.

⋅ On a : S = α + β = − b
a et P = αβ = c

a .

⋅ Lorsquea et c sont de signe contraire, le trinôme a toujours deux racines.

⋅ Cas particulier : lorsqueb est pair, on poseb = 2b ′. Alors : Δ = 4b ′2 − ac.

On pose :Δ ′ = b ′2 − ac, et siΔ ′ > 0, les racines sont



α =
−b ′ − Δ ′

a etβ =
−b ′ + Δ ′

a .

Exemple : Résoudre l’équationx2 − 6 3x + 15 = 0.

Δ ′ = −3 3
2
− 15 = 3 3

2
− 15 = 27− 15 = 12 = 2 3

2
. Les solutions sont 3 3− 2 3 = 3 et 3 3 + 2 3 = 5 3.

Règle du signe du trinôme du second degré :

Lorsqu’il a des racines, le trinômeax2 + bx + c est du signe dea lorsquex est à l’extérieur de l’intervalle des racines,

et du signe contraire dea lorsquex est entre les racines.

S’il n’a pas de racine, le trinômeax2 + bx + c est du signe dea pour toute valeur dex.

exercice : peut-on déterminerm réel tel que : ∀x ∈ ℝ, m − 2x2 + 2m + 3x + m + 2 > 0 ?

Remarque : deux nombresx et y dont on donne la sommeS et le produitP, s’ils existent, sont solutions de l’équation du second degré :

X2 − SX + P = 0.

Propriété admise : toute expression symétrique enx et y s’exprime en fonction de leur sommeS et de leur produitP.

Exemples : ⋆ si on poseSn = xn + yn, S1 = S = x + y, S2 = x2 + y2 = S2 − 2P

⋆ si de plusx et y sont solutions de l’équationaX 2 + bX + c = 0, alors :

pour toutn deℕ, aSn+2 + bSn+1 + cSn = 0, avecS1 = S = x + y = − b
a et S2 = x2 + y2 = S2 − 2P = b2

a2 − 2 c
a ; P = xy = c

a .

Par exemple : aS3 + bS2 + cS1 = 0, et donc :S3 = x3 + y3 = 1
a −bS2 − 2P − cS

⋆
y3

x3 + x3

y3 =
x6 + y6

P3 =
x + y6 − 6xyx4 + y4 − 15x2y2x2 + y2 − 20P3

P3

=
S6 − 6P S2 − 2P2 − 2P2 − 15P2S2 − 2P − 20P3

P3

Equation du troisième degré : résolution par la méthode de Cardan.

On considère l’équationx3 + ax2 + bx + c = 0, d’inconnuex.

On poseX = x + a
3

; alors : x3 + ax2 + bx + c = 0  X − a
3

3
+ a X − a

3
2
+ b X − a

3
+ c = 0

 X3 + b − a2

3
X + 2a3

27
− ab

3
+ c = 0

On obtient donc une équation de la forme X3 + pX + q = 0.

On pose alorsX = u + v et on a : X3 + pX + q = 0  u + v3 + pu + v + q = 0

 u3 + v3 + 3uvu + v + pu + v + q = 0

 u3 + v3 + q + 3uv + pu + v = 0

il suffit)


uv = −
p
3

u3 + v3 = −q


u3v3 = −
p3

27
u3 + v3 = −q

Si u et v existent, solutions du dernier système,u3 et v3 sont solutions de l’équation T2 + qT −
p3

27
= 0,

qui a des solutions réelles siΔ = q2 + 4
p3

27
≥ 0.

⋅ si 4p3 + 27q2 = 0, l’équation a une racine double : u3 = v3 =
−q
2

et X = −2 3
q
2

=
3q
p est solution deX3 + pX + q = 0.

Donc : X3 + pX + q = 0  X −
3q
p X +

3q
2p

2

= 0.

⋅ si 4p3 + 27q2 > 0, les racines sont u3 = −
q
2 −

q
2

2
+

p
3

3
et v3 = −

q
2 +

q
2

2
+

p
3

3
.

DoncX = 3 −
q
2 −

q
2

2
+

p
3

3
+ 3 −

q
2 +

q
2

2
+

p
3

3
est solution deX3 + pX + q = 0.

On démontre que c’est la seule racine réelle les autres sont complexes :X ′ = j 3 −
q
2 −

q
2

2
+

p
3

3
+ j 2 3 −

q
2 +

q
2

2
+

p
3

3

et : X ′′ = j 2 3 −
q
2 −

q
2

2
+

p
3

3
+ j 3 −

q
2 +

q
2

2
+

p
3

3




⋅ si 4p3 + 27q2 < 0, (ce qui imposep < 0, etq2 < −
4p3

27
, soit 2

3
p

−p
3

< q < − 2
3

p
−p
3

, l’équation a trois racines réelles.

(étudier les variations de la fonctionf : X  X3 + pX + q ; on pourra poserp ′ =
−p
3



exercice : résoudre l’équationx3 + 3x2 + 6x + 2 = 0 (on trouveX3 + 3X − 2 = 0.

Equation réciproque de première espèce :

C’est une équation de la forme :

xn + an−1xn−1 + an−2xn−2 + an−3xn−3 + ⋯ + an−3x3 + an−2x2 + an−1x + 1 = 0 1

où les coefficientsa i, i ∈ E n+1
2 ,⋯,n − 1 sont des nombres réels (ou complexes).

Remarque : La notationE désignant la partie entière d’un nombre réel est notée dorénavant :⌊.⌋ ( notation officielle )

★ Si n estimpair n = 2p + 1, − 1 est racine.

Alors : 1  x + 1x2p + b2p−1x2p−1 + b2p−2x2p−2 + ⋯ + b2p−2x2 + b2p−1x + 1 = 0,

où les coefficientsb i, i ∈ p,⋯, 2p − 1 (ou encorei ∈ n−1
2 ,⋯,n − 2 )sont des nombres réels (ou complexes).

★ On est alors ramené au casn pair : n = 2p.

x = 0 n’étant pas solution, on peut diviser parxp et :

x2p + b2p−1x2p−1 + b2p−2x2p−2 + ⋯ + b2p−2x2 + b2p−1x + 1 = 0  xp + 1
xp + b2p−1 xp−1 + 1

xp−1 + ⋯ + bp = 0.

On peut alors poserX = x + 1
x et exprimerxp + 1

xp en fonction deS = x + 1
x et deP = x × 1

x = 1.

exercice : résoudre l’équationx4 + 3x3 − 2x2 + 3x + 1 = 0

Equation réciproque de deuxième espèce :

C’est une équation de la forme :

xn + an−1xn−1 + an−2xn−2 + an−3xn−3 + ⋯ − an−3x3 − an−2x2 − an−1x − 1 = 0. 2

où les coefficientsa i, i ∈ E n+1
2 ,⋯,n − 1 sont des nombres réels (ou complexes).

Si n est impairn = 2p + 1, 1 est racine.

Alors : 2  x − 1x2p + b2p−1x2p−1 + b2p−2x2p−2 + ⋯ + b2p−2x2 + b2p−1x + 1 = 0,

où les coefficientsb i, i ∈ p,⋯, 2p − 1 (ou encorei ∈ n−1
2 ,⋯,n − 2 )sont des nombres réels (ou complexes).

On est ramené au cas précédent.

exercice : Transformer l’équationx5 + ax4 + bx3 − bx2 − ax − 1 = 0 oùa,b sont des réels.

La résoudre lorsquea = cos2θ et b = 1, θ ∈ ℝ.

Equations et inéquations irrationnelles :

A = B  B ≥ 0
A = B2 A > B  B < 0

A ≥ 0
ou B ≥ 0

A > B2 A < B  B ≥ 0,A ≥ 0
A < B2

A = B  B ≥ 0
A = B

A > B  B ≥ 0
A > B

A < B  A ≥ 0
A < B

exercice : Résoudre dansℝ : 2x + 1 > x, x + x − 1 < 6x − 1 , x3 − 6x2 + 25 = x + 1.


