Rappels sur les fonctions polynérﬁes

On appelle fonction polynéme de degra coefficients réels, toute fonction

P X — anX" + an1 X1 + apoX"2 4+ anaX™3 + -+ + azx® + axx? + a1X + ao,

ou les coefficientsy, i € {0,1,---,n} sont des nombres réels, awac+ O.
Pour touti, a; est le coefficient de degii¢ a, est le coefficient dominant. @i, = 1, la fonctionP est dite unitaire.

SiP s’annule en une valeur, alors on peut écrire:  Vx e R, P(X) = (x—a) x Q(x), ouQ est une fonction polynéme de degré 1.
Définition : Une racinex deP est d’ordre de multiplicitd si I'on peut écrire :
vx e R, PX) = (x-a)kx Q(x) avec la condition Q(a) # 0.

Propriété : o est racine double au moins Besi et seulement si est racine d® et de sa dérivéP '.
Démonstration : On suppose racine deP : vx e R, PX) = (X—a)x Q(x).

a est racine double au moins #esi et seulement gi est racine d&).

Or: vxeR, P'(X) =QX) +(x—-a)Q'(X).

Donca est racine d€) si et seulement si est racine dé@ '

Exemple : 1 est racine double def : x — x* + 3x3 — 3x2 — 7x + 6.

Eneffet: f(1)=1+3-3-7+6=0, et f':x— 4x3+9x2-6x—-7,donc f'(1) =4+9-6-7=0.
Donc : vx e R, f(x)=(x-—12x(X2+5x+6) = (x—1)2x (x+2)(x+ 3).

Théoreme : Deux fonctions polynémes sont égales si et seulementes stint de méme degré, et si leurs coefficients de degré
sont égaux pour toutvariant de 0 an.

Remarque : Si deux fonctions polyndmes de degréoincident pour plus devaleurs, elles sont égalés.
Application 1 Soitf la fonction définie par:  f: x — w

Montrer que I'on peut trouver quatre réeld, c,d tels quef s’écrive : fix— ax®+bx+c+ x(_j T
Démonstration : f est définie subD = ]—o0, 1[ U ]1,+00].
Or: vx=#1, ax®+bx+c+ xgl = ax3+(b—a)x>2:§c—b)x+d—c_

53 +3x2 —x+2

_ oay2 d 3 2 _ ay3 a2 _ _

1 =ax®+bx+c+ 1 < , x3+3x?—x+2=ax>+(b-a)x*+(c—bx+d-c
< a=5 b-a=3, c-b=-1, d-c=2

< a=5 b=8 c=7 d=09. conclure

Donc: vx # 1,

Equation du second degré

Soitf : x — ax2+ bx+c, a=0.

2
Onpeut écrire: Vxe R, f(x)= a[ (x+ 2—%) - %]. On poseA = b? — 4ac.

«SiA < 0, I'équationf(x) = 0 n’a pas de solution réelle ;
le trinbmeax? + bx + ¢ n’a pas de racine réelle et garde un signe constant : le sigae d

+SiA = 0, I'équationf(x) = 0 a une solution double = § = —2—% ;

le trinéBmeax? + bx + ¢ a une racine double, et: Vx e R, f(x) = a(x+ %

le trinbmeax? + bx + ¢ garde un signe constant : le signeade
b-VA .. -b+JA .
2a etp = 2a
le trindbmeax? + bx + c a deux racines réellesetp, et:  Vxe R, f(x) = ax—a)(x— B).

+SiA > 0, I'équationf(x) = 0 a deux solutiong =

.Ona: S=a+f=-2 et P-ap=S.
- Lorsquea etc sont de signe contraire, le trindbme a toujours deux racines.

- Cas particulier : lorsqueb est pair, on posb = 2b’. Alors: A = 4(b”? - ac).
Onpose A' = b2 —ac, etsiA’ > 0, les racines sont



' —JA"

a= 3 etp =
Exemple : Résoudre I'équatior? — 64/3x + 15 = 0.

A = (-3/3)%-15= (3/3)*-15=27-15=12= (2/3)” Les solutions sont# 3 2J3 = /3 et3/3+2/3 = 5/3.

b+ A
= }

Reégle du signe du trinbme du second degré :

Lorsqu'il a des racines, le trindmax? + bx + ¢ est du signe da lorsquex est a I'extérieur de l'intervalle des racines,
et du signe contraire delorsquex est entre les racines.
S’il ma pas de racine, le trindmax? + bx + ¢ est du signe da pour toute valeur dz.

exercice : peut-on déterminanréeltelque: Vxe R, (M-2)x2+(2m+3)x+m+2>07?
Remarque : deux nombres ety dont on donne la somnfget le produitP, s'ils existent, sont solutions de I'équation du secondéeg
X2 -SX+P=0.

Propriété admise :  toute expression symétrique gty s'exprime en fonction de leur somrSaeet de leur produiP.
Exemples: x sion poses, = X" +y", S =S=x+y, S=x2+y?2=%52-2P
* si de plusx ety sont solutions de I'équaticaX 2 + bX + ¢ = 0, alors :

pour toutn deN, aSwz + bSy1 + ¢Sy = 0, avecS; = S:x+y:—% etS, = x2+y2 =S -2P = 2—2—2%; P=xy==%.

Parexemple: aS3+bS;+cS; =0, etdonc Sz = x3+y3 = %[—b(s2 —2P) —cS]

Y3 x3  xB4+ys  (x+Y)®—6xy(x* +y*) — 15x2y2(x? + y?) — 20P3
Ty T T T p3
S - 6P((S? - 2P)? - 2P?) — 15P2(S? — 2P) — 20P3
= =
Equation du troisieme degré résolution par la méthode de Cardan.

On considére I'équatior® + ax? + bx + ¢ = 0, d'inconnuex.

3 2
_ a . . 3 2 _ _a _a _a =
Onpos@(—x+3 ; alors : x}+axt+bx+c=0 < (X 3 +a(x 3 +b(x 3)*¢ 0
3 _ a? 2a% _ ab _
<:>X+(b 3)X+ 57 3 +C 0

On obtient donc une équation de la forme X3+ pX+q = 0.

Onpose alorX =u+vetona: XB+pX+q=0 = (U+V)3+plu+v)+q=0
= W+ 3wu+v)+pu+v)+g=0
= W+ g+Gw+p)u+v) =0

3

w=-P wye = P

= 3 = 27
(il suffit) ud+v3 = —q ud+v3 = —q

3
Siu etv existent, solutions du dernier systérné etv® sont solutions de I'équation T2 + qT — b 0,

27~
3

qui a des solutions réellesSi= g2 + 4% > 0.

©an3 2_0 ra ; i S S St | _»/a_X ; 3 _

- Si4p3 + 279% = 0, I'équation a une racine double : u® = v3 = > etX =-2 5 =7 est solution de<® + pX+q = 0.

3q 3q)°

. 3 — = —r =

Donc : X+pX+q70<:>( p>(x+ 2p> 0.

-si4p® +279% > 0, les racines sont  u® = -3 — m etvd = -2 + ‘/W
DoncX = i/_% - /(%)2 + (%)3 + i/_% + ‘/W est solution de3 + pX +q = 0.
On démontre gque c’est la seule racine rédlles autres sont complexesX ' = ji/_% - m +j2i/_% + JW
et x4 - D@ -4+ [ E)




+Si 4p3 + 2792 < 0, (ce quiimpose < 0, etg? < —7, soit 2 3P [ <g< ——p [ ), 'équation a trois racines réelles.
(étudier les variations de la fonctidn X — X3 + pX+q; on pourra posep’ = [% )

exercice : résoudre I'équatioR® + 3x2 + 6x + 2 = 0 (on trouveX3 + 3X — 2 = 0).

Equation réciproque de premiére espéece

C’est une équation de la forme :
X"+ a1 X+ apoxT2 + an X3 + - +apaxd +an X +anix+1=0 (1
ou les coefficientsy, i € {E(”*Tl), e n— 1} sont des nombres réels (ou complexes).
Remarque : La notationE désignant la partie entiere d’'un nombre réel est notée duadnt ;| . | ( notation officielle)
% Sinestimpair(n = 2p+ 1), —1estracine.
Alors : (D) = (X+ DX + bp1X?P L + by oX%2 + -+ + by X2 + bgp1X+ 1) = 0
ou les coefficientd;, i € {p,---,2p— 1} (ou encore € {’FTl e n— 2} )sont des nombres réels (ou complexes).

% On est alors ramené au capair :n = 2p.

x = 0 n’étant pas solution, on peut diviser pdret :

X% + Dop-1X?P L+ by oX2P2 + - + bpoX2 + bopaXx+1=0 < XP+ % + sz(xH+ T&l) +--+bp=0

On peut alors posef = x + ¢ 1 et exprimenxP + Xi en fonction de&S = x + 5+ et deP = x x l =1.
exercice : résoudre I'équation® + 3x3 —2x2 + 3x+1 =0
Equation réciproque de deuxiéme espéce
C’est une équation de la forme :
X"+ ap 1 X"+ an X2+ an X3 + - —apaxd —anaxl—anix-1=0.  (2)

ou les coefficientsy, i € {E(”%l), O 1} sont des nombres réels (ou complexes).

Sinestimpair(n = 2p+ 1), 1 estracine.

Alors : (2) & (X— (X% + bgp-1X?P 1 + by 222 + -+ + bop X2 + byp1x+1) = 0

ou les coefficientd;, i € {p,---,2p— 1} (ou encord € {%1 N 2} )sont des nombres réels (ou complexes).

On est ramené au cas précédent.

exercice : Transformer I'équatiom® + ax* + bx3 — bx2 — ax— 1 = 0 olia, b sont des réels.

La résoudre lorsqua = cos® etb = 1, 6 € R.

Equations et inéquations irrationnelles

A - B>0 A B<0 B>0 & B>0A>0

A8 {A=BZ A-B {AZOOU{A>B2 A<B { A< B?
_ B>0 B>0 A>0

./A./B@{A_B A>B e {20 A<yBe{RZp

exercice ' Résoudre danB : J2x+1 > x, X +dx-1 < Jex-1, X3 —6x2+25 = x+ 1.



