Exercice bijection

Exercice 1.

1.
2.

T T
Montrer que la fonction sinus réalise une bijection de {—5; 5} sur [—1;1].

Soit arcsin la fonction réciproque de la fonction sinus définie sur [—1;1]. Montrer que cette
fonction est dérivable sur ] — 1;1[ et déterminer sa dérivée. Courbe représentative ?

Exercice 2.

1. Montrer que la fonction tangente réalise une bijection de }—g,g[ sur R, de bijection
réciproque la fonction réciproque arctan.
2. Montrer que arctan est dérivable sur R et déterminer sa dérivée.
3. Montrer que : Vx > 0,arctanx + arctan% = g
4. Déterminer une formule analogue sur R* .
Correction

Exercice 1.

1.

2.

. . L. . T 7T . .
La fonction sinus est dérivable, donc continue sur [—E; E] Elle y est strictement crois-

sante et a valeur dans [—1;1]. Elle réalise donc une bijection de {—g; g} sur [—1;1].
T T . s
Vx € {—E; E} ,sin’(x) = cosx, et sur cet intervalle : cosx =0 & x = j:E-
De plus, s'mg =1let sin—%r = —1. Par conséquent, arcsin est dérivable sur ] —1;1[, et :
. 1
vx €] — L;1[, arcsin’(x) = ———F——
sin’(arcsin(x))
Ce qui se réécrit :
1
vx €] —1;1[, arcsin/(x) = ———————-
cos(arcsin(x))

. N T TC e . . .
Or arcsin est a valeurs dans {—E; E} et l'intervalle image de cet intervalle par la fonction

cosinus est [0;1] ce qui nous permet d’écrire :

Vx €] — 1;1[, cos(arcsin(x)) = \/1 —sin?(arcsin(x)) = /1 —x2.

Conclusion :

vx €] —1;1[, arcsin’(x) =

\/l—le
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Exercice 2.
1. La fonction tangente est dérivable, donc continue sur ]—g;g { Elle y est strictement

. 5 (1 L T 7T
croissante et a valeur dans R. Elle réalise donc une bijection de }_E; 5 { sur R.

2. Vx e}—g;g[,tan’(x) =1+tan®x.

T T . ‘.
tan’ ne s’annule donc pas sur }_E; 0 { La fonction arctan est donc dérivable sur R et :

1

x € R, arctan’(x) = gy
5 , arctan’(x) tan’(arctan(x))

)

ce qui donne :

1
1+ tan?(arctan(x))’

Vx € R, arctan’(x)

soit au final : .

V¥x € R, arctan’(x) = e

3. Soit la fonction ¢ définie sur R* par ¢p(x) = arctanx + arctan % La fonction inverse est
dérivable sur ]0;+oo[ et la fonction arctan est dérivable sur R d’aprés ce qui préceéde. Par
conséquent la fonction composée x — arctan% est dérivable sur ]0;+oo[. La fonction ¢
est donc dérivable sur ]0;+oo[ et :

soit :



La fonction ¢ est donc de dérivée nulle sur lintervalle ]0;+ocol, elle donc constante sur
cet intervalle.

. . . o,
En particulier, puisque arctanl = T il vient :

V>0, () = (1) = 7

Conclusion :

1 =
Vx > 0,arctanx + arctan — = 5
X

. En reprenant la méthode précédente avec la fonction ¢ mais sur Uintervalle ] — oo; 0[, et
i
en remarquant que arctan—1 = — nous obtenons :

1 =
Vx > 0,arctanx + arctan <=3

Question subsidiaire Montrer que la fonction arctan est impaire.

Remarque. Ces deux derniéres questions montrent l'importance de lintervalle dans la
proposition suivante : une fonction f dérivable de dérivée nulle sur un intervalle I
y est constante.

En effet ¢ est de dérivée nulle sur R* mais n’y est pas constante car R* n’est pas un
intervalle!



