[ Lycée La Mare Carrée MATHEMATIQUES - Terminale S1 2011/2012 ]

Chapitre GP1 : Les nombres complexes (1)

Durée : 4 semaines Séquence |
Démonstrations : 8 Tice : 0

Obijectifs du chapitre :

Introduire de maniére historique les nombres comgdect manipuler la forme algébrique
d’un nombre complexe et ses formes trigonometrignesapport avec les connaissances
de £ S sur les coordonnées cartésiennes et polaires pbint du plan.

Points du programme Visés :

| Contenus | Modalités de mise en oeuvre |  Commentaires
Géométrie plane : nombres complexes
Le plan complexe : affixe d un point ; Le vocabulaire sera introduit a partir La vision des nombres complexes est
parties reelle etimagimaire d un nombre de considérations géométriques. d abord géométrque : calculs sur des
complexe. Conjugué d’un nombre complexe. pomnts du plan. Les reperages carlésien
Somme. produit, quotient de nombres el polaire introduits en premiére
complexes. conduisent naturellement 4 deux écritures
Module et argument d”un nombre complexe ; | Onretrouvera i celle occasion lanotion d’un nombre complexe.
module etargument d”un produt. de coordonnées polarres et celle, sous-jacente. | L' objectl est ensuite de montrer
d’unquotient. d’équation paramétrique d un cercle la puissance de ce calcul dans les
(sous lalorme 2 =5+ re® oux=x+reos B, | problemes de séométne.
v=y,+rsin 8).




l. Introduction

Au XVI ° siécle, des mathématiciens italiens de la Renaisstavaillérent sur la résolution
d’équations du 3°degré.

lls les raménent & une autre équation plus simpl@Udégré dont la résolution est connue
depuis le IX siécle grace aux mathématiciens arabes.

C’est au cours de cette recherche que vont appad&Einouveaux nhombres.

1- La méthode de Tartaglia-Cardan :
Résolution de I'équation® = 6x+ 20(E,) :
1°) On posex=u+v.
a) Que devient cette équation ?
b) Quelle valeur suffit-t-il de donner au produw pour que(El) sécriveu® +Vv* =20 ?

c) Que vaut, dans ce cas, le produit® ?

2°) On poseU = etV = \*. Former et résoudre darRune équation du"2 degré ayant
pour solutiongJ etV .

3°) Pour tout nombre réel a, le rééla est le nombre dont le cube est égal a a. On I'dppel
racine cubique de a

Montrer quei’/10+ 2/23+3 10- 2/ 2%st une solution déE, ) dansR.
4°) Vérifier, a I'aide d’'une calculatrice graphiqqae(El) n’'a qu’'une seule solution darfs.

(On représentera la fonctiorni— X’ —6x-20 dans une fenétre adaptée faisant apparaitre
deux extremums relatifs.)

La méthode de CARDAN (1545) conduit cependant, dansertains cas, a un paradoxe
gue Bombelli va tenter de surmonter en 1572 :

2- L’audace de Bombelli :
Résolution de I'équation’ =15x+ 4(E,) :
1°) On posex=u+v.
a) Que devient cette équation ?
b) Quelle valeur suffit-t-il de donner au produi¢ pour que(E, ) sécriveu® +v* =4 ?
c) Que vaut, dans ce cas, le produit® ?
2°) On posdJ =u’® etV = V.
a)Vérifier que, siU etV existent, ils sont solutions de I'équati¢X —2)2+121= ((E,).
Cette équation admet-elle des solutions d&n®
b)Montrer, pourtant, que 4 est solution (déz)et trouver les 2 autres solutions apres avoir
factorisé x® ~15x— 4par (x-4)..
3°) Devant ce paradoxe, Bombelli décide de fainmmoe si -121 était le carré d’'un nombre

imaginaire qui s’écriraiflly/—1, appelanty-1 « piu di meno », qui sera noté x plus tard
par Euler en 1777. Grace a ce stratageme, il negrlausolution réelle 4 :
a) Résoudre I'équatiofiE,)dont U et V sont solutions en utilisant le nombre

b) Calculer(2+i)(2-i), (2+i)’ et( 2i)’sachant quéz=~-1.
c¢) En déduire qu¢2+i)+(2-i)est solution de I'équatiofE, ).

Remargues Les nombres imaginaires ne prendront leur stffitiel qu’'a partir du XVIIF
siecle. On les appelle nombres complexes depuiss3d811)



\ [I. Définition — Représentation géométrique

19 Définitions :

a) Définition 1 :

/On appellecorps des nombres complexesd on not€ un ensemble contenant IR tel que
. 20z i 2
e |l existe dansC un élément noté i tel que - 1.
e Tout élément d€ s'écrit sous laforme a+bi ,ouaetb sdes réels.

e C est muni dune addition et d'une multiplicationi ¢prolongent l'addition et Ia
multiplication de IR, et qui suivent les mémedage calcul.

L 4

Remargue Un nombre complexe sera souvent représenté jettriaz.

Cas particuliers :

Soit un nombre complexe z=a+bi ave/iR et b/J/IR.

e sib=0,0ona z=azestunréel (IRest contenu darS)

e sia=0,ona z=bi, onditgueest un imaginaire puron dit parfois simplement
imaginaire.

b) Définition 2 :

Soit un nombre complexe z .

L'écriture z = a + bi , ou a et b sont des réadst appelée forme algébriqgue du nompre
complexe z.

a est appelépartie réellede z, et bpartie imaginaire dez. Onnote a=Re (z) et
b=Im(z).

Remarques :
» La partie réelle de est un nombre réel.

» La partie imaginaire deest un nombre réel.

29 Propriétés :

a) Propriété 1 :

[ L'écriture d'un nombre complexe sous la forme z =i , ou a et b sont des réels,}ast
unique.

Preuve :

Considérons un nombre complexs'écrivant de deux faconsz=a+bi etz=a +b’i,
aveca, b, a’, b’ reels.
Onaalorsa+bi=a +Db'i etonendéduita—a=i(b-Db)

Supposons qué # b’ , on aurait alorsi :ﬁ ,
Ceci n'est pas possible puisquél IR alors queﬁm IR

On ne peut donc pas avdirz b’, ce qui signifie queb = b’ .
Alors b’-b=0 et comme on saitquea—a’ =i(b’-b), onen déduita—a’'=0 c'est-a-
dire a=a’.



On adonc obtend =a’ et b =b’. Les deux écritures desous la formea + bi et a’ + b’
sont donc identiques.

b) Exemples :

Soit z=2+3i et z'=1i-5. Calculer et écrire sous la forme algébrique :

z+7, z-7', 2z-37', z.7' et 2°.

c) Propriété 2 :

Deux nombres complexes sont égaux si et seulemimtont méme partie réelle et mém
partie imaginaire.
a=a'

C'est-a-dire que si a, b, a’, sont des réels,ona+bi=a'+b'i {b L

Preuve : (évidente)

Soitz etZ deux nombres complexes: z=a+bi etz =a +b’i, aveca,b,a, b
réels.

Onaalorsa=Re(z),a=Re(z'),b=Im(z)eth' =Im (z')

Siz=27,alorsa+ bi=a'+b'i et comme la forme algébrique d'un nombre complaxe e
unique, on en déduitqua=a' etb=Db'".

Donczetz' ont la méme partie réelle et la méme partie inegn

Réciproguementi z etz' ont la méme partie réelle et la méme partie imeiggnalorsa = a’
etb="0b'
et par conséquent + bi =a' + b'i, c'est-a-direz =z’

39 Représentation géomeétrigue :

* IR correspond a I'ensemble des points sur unéedidn nombre réed correspond au point
d'abscisse sur la droite.

On peut donc toujours comparer deux nombres réels

si x ety sont des réels, on a nécessairemerdy ou y < X (Le point d'abscissg se
trouve, sur la droite, "avant" ou "apres" le pallabscissg)
« @, ensemble des nombrea+b i avecal IR et b IR correspond a I'ensemble des
points d'un plan.

Un nombre complexea+ b i aveca IR et b IR correspond au point du plan de
coordonnéesa(; b).

On ne peut donc pas comparer deux nombres congpieka'y a pas de relation d'ordre
dans C.

On ne peut donc pas dire qu'un nombre comptees inférieur a un nombre compleze

ou qu'un nombre complexeest positif.

a) Définition :

On se place dans le plan rapporté a un repére ertnmal direct (O6,V ) .
Au point M de coordonnées (a ; b) , on peut assdeirombre complexe z = a + bi.
On dit que z = a + bi egdlaffixe de M ou que M(a ; b) ebimage ponctuellede z = a + bi.

<p




Remarque :
Lorsqu'on repére un point ou un vecteur par sdreffans un repére orthonormal direct, on
dit qu'on se place dans le plan complexe.

Exemple :
Placer dans le plan complexe, les points d'affixes
z=2+2 ; z=3+ ; z=-1+2 ; z=2-i
v
z =i oz =-i ; z,=1 , Zg=-1-3 ol &

49 Conjuqué d'un nombre complexe :

a) Définition :

Soit z un nombre complexe de forme algébrique a.+ b

. . s o .
On appelleconjuguéde z le nombre complexe n&é tel que z = a — hi.

bl M(2)
v |
ofu =&
bf[~"""""- : M (z )

Propriété :

Si M est le point d'affixe z, le point M' fiYe Z estle symeétrique de M par rapport a I'ax
(O;ﬁ).

b) Exemples :

Soitz=3+5 etz'=-2+ 3i. Calculer:

o
7 -

o, .o
Z , Z

0, ' v 44 E—
+z2, z2+z2 ,2+272, Z ;

Z 272, ZZ.

59 Forme trigonométrigue d’'un nombre complexe :

Rappel :

Le plan est muni d’un repére orthonormal direct (@) .
Soit M (a; b) un point du plan (distinct de O) .
On appellecoordonnées polaireslie M, tout couple de nombres réel€) tel que :

r=0OM et U,GLOM)=8+2km ,kOZ



Remarque :
Soit M le point d'affixecavecx O IR, ona r=0OM =X |

— 2 2
M (2) On a alors -\/a +b

a=rcosd et b=rsinb

r z=a+ib
=rcosO +ir sin®

) '\ 6 =r (cos@ +i sin )
Ol u

<!

a) Définition :

Tout nombre complexe non nul z peut-étre écrit fotmme :
z=r(cosd+isinf, avecd/JIR et rlJIR:.

Onditque z=r (cog+isin g avec 8/7IR et r/J/IR: estuneforme trigonométriquede
Z.

b) Exemple :
J3

1 . m . . Tt . L.
=§ + |—2 admetcosg +1 smé pour forme trigopnométrique.

c) Propriété 5 :

Si deux nombres complexes z et z' sont écritsfeoue trigonométrique
z=r(cos@+isinf et z'=r(codf +isinf), ona:
=

z=7 < r(cosf+isinf=r(cos@+isinh) - {9—9' [2r]

Preuve :

Considérons les points M et M' d'affixes respestwet z'. On peut écrire :
. ' OM = OM' r=r'

psr oo MEM e {(G;%I\WF(U;%I\W') [ 2n] {6=6' (2

69 Module d’'un nombre complexe :

a) Définition :

Soit le nombre complexe z de forme algébriqueba ¢t soit M le point d'affixe z.

On appellemodulede z le nombre réel positif r= OM\#EZ + b?.
On note souvent r=|z]|.

Remarque :

La notation |z | ne risque pas de préter a confusion avec ldiootde la valeur absolue
puisque lorsqu& est un nombre réel, onra= OM = |Xx | .
Pour un réek , |x | pourra étre lu indifféeremment "valeur absolutieu "module de".



Pour un nombre complexe non reel|z | sera lu impérativement "module e

b) Exemples :

 Calculer le module dg =3 +4 .
» Donner une forme trigonométrique d@=\/§ +i.

79 Argument d’'un nombre complexe :

a) Définition :

Soit le nombre complexe non nul z de forme algébray+ bi et soit M le point d'affixe z.

On appelleargumentde z tout nombre rééltel que 6= (u, %I\W) 201

On note souvent=arg (z)

Remarque :

M(z)

r
— 4
i\ e
u

@)

0 n'est pas unique, il est défini 2 pres k[0 Z) ; on dit « modulo 2t» .

[Il. Propriétés

19 Propriétés relatives aux conjugués de nombres c omplexes:

Propriété :

Pour tous nombres complexes z et z', on a :

o D

Z i
/] ; . . ahs v . :
z z est un réel positif (utilse pour la forme algéjore de I'inverse ou d’'un quotient)
L o,
Z2-72= 7 72 i i 727

o o
7 it 2 = 7

\\:¥ZUR o z=7 : iR « z=-% 1//

Preuve :
Soit les nombres complexes écrits sous la formgbailgue :z=a +bi etz’=a +Db'i .

Z=a-bi donc Z =a+hi=z
zZ=(a+bi)(a-b)=a-(bi)>=a*(-b*)=a?+b? donczZ estun réel positf .
z+zZ' =a+bi+ta +bi=(a+a)+(b+b)i

Comme @ +a') et (b + b") sont des réels, on obtient :

z+z =(a+a)—(b+b)i=a-bi+a-bi=7+7



ez-Z=a+bi—(a+bi)=(a-a)+(b-Db)i.

Comme (@ —a') et (b —b') sont des réels, on obtient :

z-Z=(a-a)+(b-Db)i=a-bi-a+bi=z-7

e zz’=(a+bi)(a +bi)=aa +ab'i+abi+bbf=(aa -bb)+(ab +ab)i

Comme @a’' - bb) et @b’ + a'h) sont des réels, on obtient :

77" = (aa' - bb') - (ab' + a'b)i

D'autre part :

727 =(a-bi)(a -Dbi)=aa -abi-abi+bbf=(aa -bb)-(ab +ab)i=zz
1_ 1 _ a'-bi _a-bi_ & '

. Sigz 1_ _ _ _ - .
SIZ#E0 S b @ bh@-b) a’+b? a’ +b% " aZ+p?
a -b 4 A a b .
Comme Z D2 et Z+D2 sont des réels, on obtient (E) = 2752 + 2+ b,zl
D'autre partDz =a'—Db'l, donc:
1 _ 1 _ a' +bi _a+bi__a . b i:(;)
7 a-bi (@-bd@+bi) a‘+b® a®+b® a®+b® |z

AN O

Siz’#0 (Ej = (le) =Zx (lj :Zxé =Z
Z y4 Z 7' 7

a

Z

d . . . .
Z+Z:a+b'+a'b':@=a:Re(z) : Z- =a+b|-_(a-bD:27t?|=

2 2 2 2i 2i

b=1Im(z)

e« z2=7 ~ca+bi=a-bi - a+hi-a+hbi=0- 20i=0< b=0 - Im(z)=0-zOR

e« z=-7 - a+bi=-a+bhi « 22=0 « a=0 - Re(z)=0 -« zOIR

29 Propriétés relatives aux modules de nombres com plexes:

Propriété 1 :
s .8 5 \
. |EZ|=|Z|
= lz] |z
s lztz|=]z2[+]7 |
= ez 2] 2]
20 ML
z| 2]
e si 20 E:Jil
z lz |
e 22 =z (onretrouve Z JR; )
1
e 5i zZ0 ==——¥
\ z 2] /
Preuve :

- Soit M le point d'affixez dans le plan rapporté au repdf@;u,v) .On peut écrire : 4| =
0 « OM=0 « M=0 - z=0

- Le point M' d'affixe —z est symétrique du point M par rapport a l'origihe
La symétrie conservant les distancesona: '©0M donc |-z|=|z|



- Le point M" d'affixeZ est symétrique du point M par rapport a I'axei(O;
Y . ! i
La symétrie conservant les distancesona: @M donc |z |=]|z|

. SoitV le vecteur d'affixg et V' le vecteur d'affixe’.
On sait que le vectew + V' a pour affixez + z'.
En utilisant I'inégalité triangulaire, on {v + V' |< | V| + | V'] donc
|lz+Z'|<s|z|+]|Z']

. Si za pour forme algébrique = a + bi et siz' a pour forme algébrique’' = a' + b'i,
alors :
zz'=(a+bi)(a +bi)=aa +ab'i+abi+bb¥=(aa -bb)+(ab' +ab)i
Comme (@a' - bb') et (ab' + a'b) sont des réels, on en déduit que :

| z 2 | = A@a-bb’+@b+abh® = ~aa’+bb*+ab®+a’’ =
\Ja’ (@ +b?) +b? (0¥ +a”) =+/(a’+b))@” +b?) =+/a’ +b°Ja“ +b* =|z|.|Z'|

- si Z'#0 on a, d'aprés la propriété précédente :

|2 x| 3 =|zxd =1 1]=1,donc |2 =t et |E=|zxdi=|z|x|d = |
z | z' | z z z
z|x e =1Zl
1z17 1z .
.zz=(a+bi)a-bi)=a?+b’=|zf (donczzOIR:)
= g
sizz0 1 =Z-_%
z 2z |z
39 Propriétés relatives aux arguments de hombres ¢ omplexes:
Propriété :
Soit z et z' deux nombres complexes non nuls disegts respectiféd etd" .
Ona:
e arg(zz)=argz+argz' [2]
e arg 6} =-argz [ 2]
e am (ZZ) =—argz-argz |[27]
. arg(zn)=nargz [ Z7]
. arg(%):-argz [ Z]
K- arg(-z)= argz+r [ 2m] /
Preuve :

Ona:z=r(cosB +isinB) avecr IR+ et z'=r (cosO +isin®) avecr O IRy.
On montre facilement que :
(cosB +i sinB) (cosH +isinB)=cos(@+6") +i sin(6+86").
On peut en déduire :
zZ' = rr'(cosb +isinB)(cosO +isinB) =rr" [cos(6+6")+i sin(B+0)].
Commer r' est un nombre réel positif, on a donc zzyE argz + argz' [ 2 1]

1

. On montre facilement gue ——————= cos(-0) +i sin( -0
a cosO +isinB (-9) (-9)



1.1, 1 .1

¢ oy 1_ _ Y+ sinf -
On peu endeduwequeZ  “os0+isng r[cos( 0)+isin(-9)]

Comme% est un nombre réel positif, on a donc @r}F -0 =-argz [2].

.Ona:
cosO +i sinB . 1
= 0 + 0) x =
cosO' +i sin©' (cos8 +i sinb) cosO' +i sin®'

(cosB +isinB) x [cos(-0") +isin(-6")]=cos(®-6")+i sin(6-6")

zZ_1r ., cosB+isinG _r Ay 4 L
AlorSE‘_r'xcose'HsinG' r,><[cos(9 0')+i sin(6-0)]

Commerr—, est un nombre réel positif, on a donc (a@;: 0-0" = argz- argz

. Soit P() la proposition : (co8 +isin®)"=cos(n®) +isin(nd).
Pourn=0,o0na:
(cos® +isinB)°=1 et cos(*B)+isin(0x0B)=cos (0)4sin(0)=1+0=1,
donc P(0) est vraie.

Supposons R vérifiée pour un entier nature] c'est-a-dire

(cosB +isinB)"=cos(nB) +isin(nB).

Alors en multipliant les deux membres par (8asi sinB), on obtient :

(cos® +isinB)" " =[cos(n®) +isin(nB)](cosd +isinB) = coshB+86)+isinn
B0+0)=cos(H+21)B)+isin(h+1)0)

P{+1) est alors justifiée.

On a donc démontré par récurrence que poant] IN:
(cos® +isinB)"=cos(nB) +isin(nb).

Lorsque on considére un entier négatif, que feant noter n avecn [ IN, on peut
écrire, en utilisant les propriétés déja démontrées
_ 1 _ 1
(cos® +isinB)" cosh ) +i sin(n )
La proposition est donc vérifiée pour touil ZZ .

(cosB +isin@) ™" =cos(nB)+isin(-n0o)

On peut écrirez" =[r (cos® +i sinB) ]"=r"(cos® +isin®)"=r"[ cosfiB) +i
sin(nB) |
Commer " est un réel positif, on a donc pour tadfl Z : arg 2”) =nargz [ 2m]

. Sachant que cos@-) = cosb et sin(©) =-sinB, on peut écrire :
cosO -i sinB = cos(-8) +i sin(-0)
Alors Z=r(cosB -isinB) =r[cos(-0) +isin(-60)].

Commer est un réel positif, on en déduit a%g €-06 =-argz [2m]

. Sachant que co$(+ 1) =-cosB et sinf + 1) = - sinB , on peut écrire :
- (cosB +isinB) =-cosB-isinB=cos(®+T11) +isin(0+11)
Alors -z=-r (cosB +isinB) =r[cosP +m) +isin® + )] .
Commer est un réel positif, on en déduit arg)(=0 + m=argz+ 11 [ 2]



