[Lycée La Mare Carrée - Terminale S1 - 2011/2012 ]

Correction du devoir maison n73

Exercice 1 :
On considére la fonctiom définie suiR parf x)=x€”. On désigne paC sa courbe
représentative dans un repére orthogonal. L'umaplgque est 4 cm en abscisses et 8 cm en

ordonnées.
Partie A : étude def
1°) Etude du sens de variation de la foncfion

f est une fonction dérivable sii¥ car c’est le produit de deux fonctions dérivablas® :
X X etx— e,

OxOR ,f'X)=e*—xe™* =€ (1-X)

Or OxOR ,e™ >0, donc f '(x) est du méme signe que- X.

Donc :
X —00 1 400
1-X + 0 -
f'(x) + 0 -
1
e
f

2°) Equation de la tangenfd ) a la courbe&€ _au point d’abscisse 0
Ona:(T) :y=f'(0)(x-0)+ f (0); Or f'(0)=1etf (O)F (

3°) Tracés de la courle et de la droitgT) sur la méme figure :

.............................................................

.................................................................

.............................................................




4°)  a) On considére la fonctiogpdéfinie surR parg(x) =e* —x-1.
Etude des variations d@g:

g est une fonction dérivable sl comme somme de fonctions dérivables Ruet :

OxOR ,g'(xX)=€e"-1

Or la fonction exponentielle est strictement craige surR (car sa dérivée est elle-méme et
gu’elle est strictement positive)

Donc:g'(xX)20 = € -120- €2€" = x>0

Ainsi :

g est strictement décroissante $tiso; Of

g est strictement croissante §0r-+oof

Montrons quellx[OR, € > x+1:

Commeg est strictement décroissante $tio; 0] : OxO]~o0; 0] , g(x) > g(0)
Commeg est strictement croissante §0¢-+eo| : Ox0[0;+00[ , g (x)> g (0)
Or g(0)=0; doncOxOR ,g(x)= 0

Dol : [ (OxOR, e*>2x+1 ]

b) Montrons que x>0, f (x)sl% :
X

D’aprés de qui précéde, on &lx>0, € = x+1. Comme la fonction inverse est strictement
décroissante su;+oo| :

1 1 - . . "
0x>0, — <—— et en multipliant pax (qui est strictement positif) les 2 membres :

e X+1
Ox>0, <X
e x+1
D'ou : [Dx>0, f (x)si }
1+ X

Partie B : une suite récurrente
On définit la suite(u, ) définie paru, =1et pour tout entien non nul,u,,, = f (u,)
1°) Placer sur le graphique de la partie A, les palfabscisses respectivas u,, Us etu,.

............................................................




2°) A l'aide de la calculatrice, donnons des approtiona décimales a fQprés deus, uy, et
Ugs

[u5:0,162 ‘U= 0,087 |, = o,o¢]

3°) En utilisant I'inégalité établie en A.4°) b), déntroms par récurrence que pour tout entier
L R 1
nsuperieuralO0<u <—:
n

= |nitialisation: u, =1 etdoncO<uy, <1

» Hérédité: Soitn>1 tel queO<u, s1 (hypothese de récurrence).
n

Montrons queO<u_., <——
g " n+1

on a:0<uns1 etu,, = f(u,). Commen=1, 1sl;
n n

Or, sur[o;]] , f est strictement croissante, don€(0)< f (u,)< f (ij
n

(Rappel : une fonction croissante sur un interMalé®nserve I'ordre sur I)

1
o . X 1 n
D’aprés A. 4°) b),[0x>0, f (x)<s——,donc f| = |<
1+x n) 1,
n
1 1
Comme.n_=_n -1 4 peut donc écrire que,,, < ———
1., N+l n+r’ T n+1
n n

De plus,u,,, = f (u,) =u,e™ >0

Dou: 0O<u,, <
n+l n+l
= Conclusion: D’apres le principe de récurrence :

[Dnzl, O<u, sl]
n

4°) Montrons que la suitéu, ) est convergente

Ona:lim 1 =0, donc d'apres le théoréme des gendarrﬁeﬁsn:) converge etimu, =0 ]

nﬂoon n-oo

5°) Etude de la monotonie de la s(itg) :
Upey - U€" _

=€
u u

n

La suite(u, ) est & termes strictement positifsién =1,

n n

1 1 .
Or On=1, O<u,<—,donc-—<-u, <0 ; commex €*est croissante suR ,
n n

e <€’ . Sachant qu&’ =1, on en déduit quéin=>1, U =gt <
u

n



Conclusion:

La suite(u, ) est décroissant}z.

Exercice 2 :

1°) Démontrons que pour tout entier naturel7, n!> 3" :

= |nitialisation: 7!=7x6x5x 4x 3x X% k& 504iet3’ =2187, donc7!>3’
= Hérédité: Soit n>7tel quen!>3" (hypothése de récurrence). Montrons @ue1)!>3"" :

Ona:(n+1)!=(n+1)xn!. Orn!>3"etcomma =7, n+1>3, d'ot (n+1)xn!>3x3
Par suite,(n+1)!>3"
= Conclusion

[Dnz?, n'> 3‘]

- . N n! .
2°) Limite de la sune(un) ou u, =§ pour tout entier naturel :

n

Poum=>7, n!>3" donc, en divisant pa2"les deux membres2{ > 0) :un>%, donc

3\ 3 _(3Y'
u, > 3 etcomme§>1, lim| = | =+c0.

n- oo

D’aprés le théoréme de comparaison :
[Iim u, = +oo }
n- oo

On considére les suitds, ) _ et (v,)  définies par 1, =2, v, = -1let pour tout entier
natureln :

Exercice 3 :

g =YtV
n+1 2
_un+1+vn
n+l 2
1°) Valeurs exactes de, v, u, etv, :
1
Uy +v, _2-1_1 u+vy, _2 “_ 1
o2 2 2'tY 2 2 4
1_1 1.1
_wtv,_2 g4 1 _WLtv,_g 4__1

2°) On posev, =u, —V,, pour tout entier naturel

a) Montrons que(w, ) est une suite géométrique dont-on précisera leipreéermew, et la
raisonq :

- +v, _u,-u
Pour tout entier naturel: w,,, =u =—n_n+l

—y =0 n _ “n+l n

el 2 2 2

n+l



Et Un—Un+1 :1 Un_un+vn :E Un—Vn :_].(un —Vn)
2 2 2 2

. : 1
D’oul : Pour tout entier naturel:w,, :ZW

D’autre partw, =u,-Vv,=2+1=3

Conclusion : (w, ) est une suite géométrique de rals‘?at de premier terme

b) Expression dev, en fonction de :

. o 1 ,
Comme(w, )est une suite géométrique de raisoat de premier terme 3 :

OnON:w, =w,xq" :SX(EJ =3
4 Vi

c) Justifions quew, ) converge et déterminer Eanite :

. , Yo .1 1 .
Comme(w, ) est une suite géométrique de rali?et que0<z <1, la suite(w, ) converge

vers 0.
Conclusion:
n- oo

3°) Démontrons que la suifgl, ) est décroissante et que la suitg) est croissante

u, +V, -U, +V, W, 3
= OnON , U, —U, = n2 Ny = n2 n :__ZH.Or Wn=E>O,d0nCUn+1—Un<O

Conclusion: [ (u,) est décroissarﬂte

+ - + -
* nON , v, -V, = Una V0 -V, = U ™Ve :1 u, v, -V, :1- u, —V, :%.
2 2 2 4

Or w, :4—3; >0, doncv,,,-v, >0

Conclusion: [ (v,)est croissante]

4°) On poseé, =u, +2v,, pour tout entier naturel
Démontrons que pour tout entier naturg =0 :

= |nitialisation: On at, =u,+2v,=2-2=0

» Hérédite: soit nONtel quet, =0 (hypothese de récurrence). Montrons gue=0 :
Onat, =u, +2v, =0 et

_u +v, u +v. U +v

— — Yn n n n — —
tn+1 - un+1+2Vn+1 - 2 +un+1+vn - 2 + 2 +Vn - Un +2Vn =0

» Conclusion D’apres le principe de récurrence :

[DnDN,tn=O]




5°)a) Déterminons les expressions yleetv, en fonction den :

3 \
u, etv, sont tels queu, +2v, =0etu, —Vv, :F' En retranchant membre a membre ces deux

A i 1
égalités, il vient 3v, = —%, doncy, =——.

n

Par suiteu, =-2v, ZE'

Conclusion:

OnON, u, =2 etv, e
4" 4

b) Déterminonému, et limv, :

n-oo n-oo

On alim4" =+, donc :
[Iim u,=0et limv,=0 ]

n- oo n— oo

6°) a) Expression en fonction dede S, = ZUK :

k=0

(4"
e 2] 4()
4

1

n n+l n+l
Donc : S =D U - 232 1—(—1J -5, 1—(—1j
ey 3 4 3 4

b) Calcul delim S, :

n-oo

n+l
limS, :§car lim (lj =0 car O<%r< 1

n-oo 3 n-oo

n-oo

Conclusion: limS, :g

Exercice 4 :

On considére la fonctiohdéfinie sulR parf (x) = x—x°.

1°) Etude de la fonctiohet tracé de sa courbe représentative dans ure(épér]) . Unité
graphique : 5cm :

f est une fonction dérivable si® comme somme de fonctions dérivables Ruat :
OxOR , f'(X)=1- 2



On adonc:

X 1
—00 — +00
2
f'(x) =1- 2x + 0 -
1
4
f
—00 —00

Courbe représentative

s U3 W u0=0,5 \

2°) On considére la suitgl,) _définie paru, :%et u,, = fu,)

a) Placement sur la figure précéderntes points d’abscisses respectivgsl,, U; etu,.

b) Calcul des valeurs exacteswestu,:

1 (1Y .1 1 1. 1 (1Y 1 1_3
u==-|=| ==-=="etu,==-|=| ==-——=—
2 \2) 2 4 4 4 \4) 4 16 16

Conclusion:

b) A l'aide de la calculatrice, donnons des valeymsrachées 407°prés deu,, et deu,, :

D’apres la calculatrice : [ulo =0,069 etu,,= 0,040 a 1D pres par dé'}




3°) Etude de la monotonie de la SL@illﬁ)nDN

OnON, Uy, —u, = f (u,)-u, =u, -u,? -u, =-u,*<0

Conclusion: [La suite(u,) _ . est décroissant%

4°) Démontrer que pour tout entier natupek1 : f (1) < L

p) ptl
2
Soitp=1. f(lj——l—(—lj =p—21'
p) P P P

- —p? _
Or, p—zl_ L _( 1)2(p+1) e L <o Doncp 1si
p p+1 p*(p+1) p*(p+1) p+1
Conclusion: Op=1: f(ljs =
p) ptl

1
5°) Montrons par récurrence que pour tout entier ebtrl, O<u, <—

n+l
1 1 1
= |nitialisation: I'encadrement est verifié au rang @, ;== et 0<s —<—
4 4 1+1

= Hérédité: Soit n>1tel queO<u, < %1 (hypothése de récurrence).
n

Montrons qued<u,, < 3 :

Ona:0<u, <%1< ;car n+1> 2 ; f étant strictement croissante {m ﬂ :
n

1 1 1
f(0)<s f(u )< f| —— |etdapres 4°) :f <
@=1(u,) (mj prés 4°) 12|

n+1 n+1+1

Comme f (0)=0 etf (u,)=u,,, : 0<u

n+l <

n+2
» Conclusion D’apres le principe de récurrence :

n=1, O<u, si
n+1

6°) Montrons qu un)nDN converge et donnons sa limite

.1 R P
Onalim ] =0, donc d’aprés le théoreme des gendarmes :
n- o n

n— oo

[(u ). converge elimu, =0 }




