[ Lycée La Mare Carrée - Terminale S1 - 2011/2012 ]

Correction du devoir sur Table de Mathématiques n2

EXERCICE 1: (4 points)

1°)  a)Calcul deP(2) :
P(2)=2+2V2-1x 2+ 4{xV2x 28 8 d2 68628

Donc : P(2)=0

b) Déterminons trois nombres réald etc tels que :pour tout nombre complexe
P(z)=(z-2) (az2 +bz+c) :

Pour tout nombre complexe (z-2)(az2+bz+c) = az’ +bz2+cz- 2az2- bz- z

Donc : (z-1)(az2+bz+c)=az’+ (b-2a)z2+ - D~ Z

Ainsi
P(z)=(z-2) (azz+bz+c) -
2+2(V2-1) 7+ d V) z- Bar’+ k- 23 % ¢~ BI- @
Par identification, on obtient :
a=1
b-2a=2(v2-1 |27t

2 ( ])«:» b=2J2 dou: [ P(z):(z—2)(22+2\/_22+19 }
c-2b=4(1-v2) |._,
-2c=-8

¢) Résolution dang de 2> +2v2 z+ 4= 0

2
A =(2\/§) - 4x 4= 8 16=- & (, donc I'équation z° +2/2 z+ 4= 0 admet 2 solutions
complexes conjuguées :

4=ﬂ=ﬁ(_m)et 2, =7 =2(~1-1)

Conclusion : [ Les solutions de I'équatiarf +2¢/2z+ 4= Osontv/2(-1-i) ety - i) }

Solutions de I'équatioR(z) =0 :
P(2)=0 = (z-2)(F+2/2z+ 4= 0~ z- 2= Qo'+ & 2+ #

Donc : [ Les solutions de I'équatid®(z) = 0sont 2,42 (-1-i) ety - i) ]




On adoncz, =/2(-1+i) etz, =/ 2€ +i

2°) Ecriture de z etz,sous forme exponentielle :

* Pourz :
= \(~V2) V2 VB 2= 2
2

cosh, =——
On note6, =arg(z) . On cherched, DR tel que 2

NI

sing, =

On a donc ®, =arg(z) :3711

D’ou

* Pourz, : Commez, =Z ;

31

22| =|z|=2 etarg(z) = - ardz) = -

D'ou

EXERCICE 2 : (5 points)

On considéra =€ 5. On poseA=A +A* etB=A2+A%,

1°) Démontrons quel+A+A*+A%+A*=0

1-A°

2l 2T,
A=e 5, doncA #1.0nal+A+A2+ A3+ A% =1x X =0, car)\sz(e SJ ze?m =1,

D'ou : [1+)\+)\2+)\3+)\4=0}

2°) a) Montrons que A+B=-1etAxB=-1:

D’apresl®), 1+ A+B=0, doncA+B=-:

D'autre part :AxB=(A+A*) (A +A%) =X+ A 4N +AT=A (1A +A %40 )
Or, d'apres 1°),

THA+AT+A% =A%, doncA® (14 A +A%+A%) =A°x(-A?) = -\ °= -1

Conclusion : [ A+B=-1etAxB=- ﬂ




b) Montrons queA etB sont solutions de I'équati@i) : x> +x-1=10:

CommeS=A+B=-1etP=AxB=-1, A et B sont solutions de [Iéquation
x-S+ P =0, doncx® +x— E (

Conclusion : [A etB sont solutions de I'équatigi) : x> +x-1=0 ]

3°) Expression deA en fonction deos%ﬂ X

A:)\+)\4:cosz—n+i sin2—n+ cosSE+i sina—T. Or8—n=2n—2—n,donc:
5 5 5 5 5 5

81 { an ({ 2rrj 21
COS— = C0$ &A—— |= CcOS—— |= COS-
5 5 5 5

et

. 81 ( 2nj r{ 2rrj 21

sin—=sin 2t1—— |= sin — |=- siA—
5 5 5 5

Ainsi : [A=20052€7T }

L . . . 21
4°) Résolution de I'équatiofE) et valeur exacte d:@sg :

(E) : xX*+x-1=0:

A=1"-4x(-1)x1= 1+ 4= 5 (, donc [Iéquation (E)admet deux solutions réelles
distinctes :

~1++/5 ot -1-/5

2 2

_1+ \/E

2

CommeA= Zcos%n > (, on en déduit qué\ =

D'ou : cosz—n:é: _1+\/_5: \/_5_ 1.
5 2 4 4

o,

Conclusion : C
5 4

EXERCICE 3 : (5 points)

u

On consideére la suitgu, ) définie paru, =1et pour tout entier nature| u,,, = 2
u-+1

n

1°) Démontrons que EInON, u, > 0,par récurrence :

* Initialisation :u, =1, doncu, >0
» Heredité soit nNtel queu, > 0(hypothése de récurrence). Montrons qyig >0 :

u A
Onau,,, = n__ et commeu, >0et \/u?+1>0, on en déduit que,,, >0

Ju2+1




 Conclusion : [ D’apres le principe de récurrencénUN, u, >0 ]

2°) Etude de la monotonie de la sitg) :

La suite(u, ) étant & termes strictement positifs, comparets (OnON)a 1 :
u

n

u,
’ 2
Un0N, Uni = Un 1 = it Xi: 1
u, u, Un2+1 u, Un2+1

Or, u,”> +1>1et comme la fonction/  est croissante SL[0;+oo[ DU+l J1=1, donc:

.u
<1 et par suite™ <

1
JuZ+1 u,

Conclusion : [ La suite(u, ) est décroissanﬂe

UnON,

3°) Convergence de la suife, ) -

La suite (un)est décroissante et minorée par 0; dapres leréhé® de convergence
monotone :

(u,) converge ]

4°) Calcul des cing premiers termes (valeurs exades suite(u, ) :

() uO =
AT S S
o+l V2 2
V2o 2
Lu- 2 -2 N2N2_1
> N1 3 2 J3 3
~—+1 _
2 2
NERERNE!
L= 3 -3_¥33_1
*h 4 3 J4a Ja
~+1 _
3 3
V4o Ja
su- 4 4 _NANA_1
‘N 5 4 5 5
~—+1 =
4 4
. . . 1
Conjecture de I'expression deen fonction den : u, =
as vn+1
Démontrons ce résultat par récurrence :
« |nitialisation :u, =1 eti—l doncu —L
0 Jo+1 7 ¢ Jo+1
. . 1
* Hérédité soit nONtel gueu, =——— (hypothése de récurrence).
Héredité queu, NEye] (hyp )
Montrons queu,,, = ! :
n+2



1 1

Onau,,, = Uy = 7“n+1 =7Vn+1: 1 X Jn+1= 1
n+1 \/un2+1 i_{_l \/n+2 \/n+1 \/n+2 \/n+2
n+l n+1
» Conclusion : D'apres le principe de récurrence :
OnON @y, =——
Tu, —
EXERCICE 4: (6 points)

Soit f la fonction définie sulR parf (x) =e* —x-1

1°) a) Etude des variations de la fonctibn

La fonctionf est dérivable suR comme somme de fonctions dérivables Rur
OxOR, f'(x)=€e*-1

Comme la fonction exponentielle est strictemenissamte SuiRk :

Xx<0 o e<e’ = ef<letx= 0= € 26" = €21

Donc .
X —00 0 +00
f'(x) - 0 +
; \ /
0

b) Justifions que [IXOR ,f (x)= 0 :
fadmet O comme minimum (en 0), dong[JR ,f (x)=0

2°) Justifier brievement que : pour tout entier naturehon nul, la fonctionx > x" est

. . . 1 . , .
strictement croissante su]|®;+oo[ et que la fonctionx — —-est strictement décroissante sur
X

J0;-+eof -
Soitn un entier naturel non nul.

£ - 1 -n
x> X" est dérivable suR et [x >, (x”)': nx"* >0 et(—nj =—g<C
X X

Donc:

Pour tout entier natur@ non nul, la fonctionx — X" est strictement croissante s}.(Dr,+oo[ et

: 1 . -
que la fonctionx > — est strictement décroissante §0r+oo|
X




3°) Montrons que pour tout entier natunaton nul :
1 1
- 1 . - 1
1) en>1+— uisque( 2e™> 44—
(1) ~ puisque( ) 1

D'aprésl®) b): OxOR, € —x-1= 0, doncOxOR, € =1+x

1
. Pourle cen 21+1
n n
- Pourx=-—+_ :emizl- t_
n+1 n+1

. ) . 1Y
4°) a) En utlllsant(l) , démontrons gque pour tout entier naturabn nulz(1+—j <e
n

1
T = 1 . : :
D’apreés | megallte(l) e" 21+ et comme la fonctionrx — X" est strictement croissante sur

n
]0;+oo[ :
1\" 1\" "
(eﬂ] Z(HEJ .Or(e“} zen =¢e'ze
Ainsi : e2(1+1j
n

n+l
b) En utiIisan(Z), démontrons que pour tout entier naturabn nul:e< (1+1j
n

1

N 1 .
D'aprés(2) : e ™ 21——+1et comme la fonctiorx —
n

est strictement décroissante sur

n+l
X

]O;+00[ :

LT 1™ I
e < (1__]_] . Orlent = @n+l - el —e
n+

5°) Encadrement d%1+1j puislimu, :
n n-o

n n+1 n
Ona: e2(1+1j et es(1+1j . Or1+£> 0, donc € s(1+£j
n n n 141 n

n

. e 1\ e 1 . -
D’ou : <|1+=| <eet commelim———=ecarlim==0 , d’apres le théoreme des
1+1 n BT nen

n n
gendarmes :

limu, =lim (1+1j =e

n-oo n- oo n




