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[ Chapitre A2 : Limites de suites ]
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Démonstrations : 3 Tice :

| Limites de suites

A) Rappels de 1ére :

Etudier la limite d’'une suite (i c’est étudier son comportement lorsque oo

19 Les différents cas possibles :
Soit une suite (W) .

a)cas nl .

Si« up est aussi grand que I'on veut dés que n est assaady», alors on dit que la suite
(un) apour limite +co .

On note lim u, =+

n - +oo

De maniére plus mathématique :

Pour tout réel A, il existe un nombre entier natyrgetel que, si > p, alors u, > A
(Tout intervalle ouvert du typpA; +oof contient tous les termes de la suite n(ua partir

d’un certain rang p)

Exemple : lim n® =+

n- +oo

b) cas n2 .

Si les termes y finissent par étre négatift « si u, est aussi grand que I'on veut en valeur
absolue des que n est assez grandlers on dit que la suite (41 a pour limite —o

On note : nle+ooun:—oo

De maniére plus mathématique :

Pour tout réel A, il existe un nombre entier natyretel que si n>p alors u, < A
(Tout intervalle ouvert du typp-o; Al contient tous les termes de la suite n(ua partir

d’un certain rang p)

Exemple :

lim —n? = -

n- +oo



c)casn3:

Soit L un réel donné.

ﬁntuitivement, dire que (u,) a pour limite L , signifie que lorsque n est géus en plus \
grand, les nombres y correspondants viennent s’accumuler autour de L
C’est a dire, tout intervalle ouvert de centre htioent tous les termes de la suite a partir d’'utaoe

rang.

On note : - le+ooun =

L _4

De maniére plus mathématique :

Pour toute (¢ > 0), il existe un entier naturel p, tel qeen=>p, alors
upnJlL—g;L+¢e[(cestadireL—e<un,<L+ &)

Exemple - im —==0
EXemple : nJFELoonz—
d) cas n4 .

Aucun des trois cas ne se produit.

Exemple:
La suite ( u, ) définie par 4, = (- 1)" prend successivement les valeurs 1 et — 1

Ainsi (uy,) n’a pas pour limite +o , n'a pas pour limite <o et n’a pas pour limite un réel.

29 Définition :

On dit gu’une suite est convergente lorsqu’elle adome limite finie (un réel ).

Toute suite non convergente est dite divergente.

39 Propriété :

[ Si une suite est convergente alors sa limite eisjuen ]

Preuve :
Soit (u,)une suite convergente. Supposons que la s(itg admette deux limites

| etl 'distinctes et supposons dud '.

Commelimu, =l alors tous les termes de la suﬁtq) appartiennent a tout intervalle ouvert

n-oo

. , : , |~
contenant a partir d’'un certain rang. Prenons comme mt&v]dil— &l +a[ avece :T >0

Et notonsN le rang a partir duquel tous les termes de I@:{uj]t) sont dan# -l +s[ .



Commelimu, =I"alors tous les termes de la SLﬁtq) appartiennent a tout intervalle ouvert

n-oo

contenant |' a partir d’'un certain rang. Prenons comme int&va]l '—a;l'+£[avec
|'=I

e=——>0
4

Et notonsN "' le rang a partir duquel tous les termes de Iaa:{ugt) sont dan¥ '—¢gl '+ s[ .
Soitp un nombre entier naturel supériedat aN" :
u, O] -&1 +¢[ etu, O]l &} *¢[, ce qui est absurde car ces deux intervallesdisjaints :

I_ l+ l_ + 1
En effetl '—s>|+s,car:l'—s=|'—u:£etl+s=l+u:3 |
4 4 4

Et commel'>l, 21'>2 donc 3~ > B-I dou:3 '+ >3 + '
Dou:l=I"'

B) Cas des suites monotones :

19 Monotonie :

a) Définition :

Une suite (y ) estcroissantesi, pour tout entier naturel n U Up+q |

Une suite (y ) estdécroissantesi, pour tout entier naturel n ;U U4 .

kUne suite (i ) estmonotonesi elle est croissante ou décroissante /

Remarques :
On définit de mémees notionstrictement.

» Si pour tout entier naturel n ,,uF Un+1, ON dit que la suite esbnstante.

« S’il existe un entier naturel p tel que, pour teatier n>p , on ait 4, < U 41, on dit que la
suite est croissante a partir du rang p . (de en@onir les autres notions vues ci-dessus)

* Toutes les suites ne sont pas croissantes ou déanvés ...

(ex : la suite () définiepary,=(-1)")

b) Méthode pour étudier le sens de variation d’'une suite :

* On étudie le signe de thfférence u n+1 -U » (Un raisonnement par récurrence peut étre utile)

* ousila suite est a termes strictement positifsanpare le quotlentu—”+1 al
n



29 Suites bornées :

a) Définition :

K Une suite (4 ) estmajorées’il existe un réel M tel que pour tout entieruma n , on ait\
U =M
e Une suite (4 ) estminorées’il existe un réel m tel que pour tout entierurat n , on ait
Uy =M.
* Une suite () estbornéesi elle est a la fois majorée et minorée.

Comme pour les fonctions, on dit que M ( resp.astin majorant ( resp.minorant ) de la suite)

Exemples :

» Une suite croissante est minorée par son termaliniine suite décroissante est majorée par
son terme initial.

«  Soit la suite () définie par u, = (-1)" +n+1 .
Pour tout entier natureln,ona <1(-1)"<let O< - i ls 1; donc—EkKu,<2

La suite (u,) est donc bornée .

Remargue :

S’il existe un entier naturg@ tel que, pour tout entier=p, on ait u, < M, on dit que la suite est
majorée a partir du ran.

(de méme pour les autres notions vues ci-dessus )

39 Propriétés : (divergence monotone)

Toute suite croissante non majorée diverge vers
Toute suite décroissante non minorée diverge ers

Preuve :

Soit (uy ) une suite croissante non majorée . Soit A ungg&gtement positif.

La suite (uy ) n'est pas majorée, il existe donc un eniggel que up, > A .

Or la suite (U ) est croissante . Ainsi pour taut ng, ona U, = Uy > A

Ainsi pour toutn=ng, Uy, O] A ; +oo [.

Tout intervalle de la forme ] A+co [ contient donc tous les termes de la suite arpdictn
certain rang, et par conseéquept_  limu, =+

(On démontre d'une facon similaire qu'une suitealggante non minorée a pour limite)-

Remarques :

Une suite non majorée n'a pas nécessairement jpoitg #oo . Une telle suite a des termes
aussi grands que l'on veut puisqu'elle n'est pasrée mais elle n'a pas nécessairement ses
termes aussi grands que I'on veut a partir d'uicerang.



On peut citer comme exemple la suitg § définie par u, = ((-1)" + 1)n

49 Théoreme de convergence monotone : (admis)

Toute suite croissante majorée est convergente.
Toute suite décroissante minorée est convergente.

Remarque :

La propriété permet de justifier qu'une suite esivergente, mais elle ne permet pas de
donner la limite.
D'aprés les propriétés vues sur les limites, siquite est majorée par M, sa limite, si elle
existe, est nécessairement inférieure ou égale a M.

Lorsqu'une suite définie par récurrence est comregg la relation de récurrence permet de
déterminer une relation vérifiee par la limite.

Exemple :

Soit une suite @, ) Vvérifiant la relation de récurrencen:; = 3u, + 5 .

Si (un) est convergente, alors sa limite L vérifie latign :

L=3L+5 o L=-2
2

Attention : Cette relation ne permet en aucun cas d'affirraeragtte suite est convergente.

Si U= g , la suite est convergente (c'est une suite aotestet suy # g la suite n'est pas

convergente (elle a pour limiteo ou -o)

C) Théorémes de comparaisons :

19 Théoréme « des gendarmes » :

Soit (un ), (vn) et (wy) trois suites vérifiant a partir d'un certain rgn u, < w, <v.
Si (un) et (vy) sont deux suites convergentes de méme limékots la suite (v, ) est
convergente erli Hliﬂmmwn =|

Preuve :

Soite > 0.

Il existe un entier naturehptel que, siep;, |—e<up<l+ ¢

De méme, il existe un entier naturel,pel que, sire p,, |—e<v,<l+ ¢

Soit N le plus grand des entiersqt p :
Ainsi pourtoutn>N,onal—-e<up< wpsvp,<l+ e etdonc|l—-e< wp<l+¢

29 Théoreme de comparaison :

Soit (un), (vn) deux suites vérifiant a partir d'un certainm@ u, <v,.
*Si (up) estune suite divergente verso+, alors la suite ( v ) est divergente versos
* Si (vn) est une suite divergente vers ; alors la suite () est divergente verso

Preuve :

Utiliser les définitions de divergence d’'une swiges+ « et vers <.



