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Démonstrations :

Tice :

Points du programme Visés :
Notion de limite finie ou infinie
d’une fonction en un réel a.

Théoréme “des sendarmes™
pour les fonctions.

Limites de lasomme, du produit, du quatient
de deux suites ou de deux fonctions ;

limite de la composée de deux fonctions,
de la composée d”une suite et d"une fonction.

On reverra a cetle occasion la notion
dasymptote obligue, en se limitant

aux fonctions se mettant sous la forme
ax+b+h(x), oifitend vers 04 imfni.

On montrera sur des exemples que | étlude
sur calculatrice ou au tableur d une suite
oud une lonction permet de conjecturer
des limites qui devront ensuoite étre justifiées.

On démontrera ce théoréme lorsque
la variable tend vers ['infini.

On étendra ce théoréme au cas

des limites infinies.

On complétera les résultats énoneés en classe
de premiére ; on se bomeraa une justification
intuitive (calculatoire ou graphique).

Pourles limites en un réel a. aucune
défimition n’est exigée : on reprendra
"approche intuitive adoplée en classe

de premiére. Surun exemple, on Terale lien
entre limite en un réel a et 4 l*infini.

On pourra parler de limite 4 droite ou &
gauche i |"occasion de certains exemples.

Ces propriétés seront appliquées comme
regles opératoires.

Langage dela continuiié et tableau de variations

Continuité en un point a.
Continuité d"une fonction sur un intervalle.

Théoréme (dit des valewrs intermiédiaires) :
“soient fune fonction définie el continue
sur un intervalle Let a et b deux réels dans 1.
Pour tout réel & compris entre fia) et £ ),

il existe un réel ¢ compris entre @ et b

tel que fic)=k""

O définira la continuité de fen un point
a parlim f=fla)
i

ou ]!l_ll_ﬂfHJ"I] =fla)

Omillusirera la notion de continuité sur

un intervalle en parlant de tracé sans lever
le crayon. On présentera i titre de contre-
exemple le cas de la fonction partie entiére.

Ce théoréme pourra étre admis o démontré
al'aide de suites adjacentes.

On démontrera le corollaire suivant :

“si fest une fonction continue strictement
monotone sur [«;b|, alors, pourtout réel &
compris entre fla) et f6), "équation )=k a
une selution unique dans [a )™

On étendra ce corollaire au cas o [ est définie
sur un intervalle ouvert ou semi-ouvert,
borné ounon, les limites de faux bomes

de Mintervalle élant supposées connues,

Omn powrra approcher la solution de | équation
Jix)=k par dichotomie ou balayage

avec la caleulatrice ouau tableur.

Les fonctions rencontrées en terminale
sont le plus souvent continues sur leur
intervalle d"élude ; onindiquera clairement
que les fonctions construites a partir

des fonetions polyndmes, tigonométrigques,
logarithmes ou exponentielles sont
continues. Démontrer qu’une fonction est
continue en un point ou surun intervalle
nest pas un objectil du programme.

On conviendra, dans les tableaux

de variations, que les fleches obligues
traduisent la continuité et la stricte
monotonie de la fonction sur intervalle
considéré. Dans la rédaction de la solution
aun probléme. une simple référence

au tableau de variations suffira pour
justifier |'existence et | unicité

dune solution d"une équation dutvpe
Six)=k.




Dans ce chapitre les définitions sont données de de  ux facons différentes et il est
rappelé que la formulation avec les quantificateurs Oet On’est pas exigible.

\ . Limites d’'une fonction

Dans tout le paragraphef est une fonction définie sur un intervalle | et omote C sa courbe
représentative dans un repére orthogona(O;T;]) :
19 Limite d’'une fonction en I'infini :

| contient tout un intervalle du type ]a; +oo[ ou |-e0;a[, olia est un nombre réel fixé.

a) limite finie — Asymptote horizontale

« Définition 1 : (limite en + )

/Soit ¢un nombre réel. On dit que la fonction f admet pouite 7 lorsque x tend versoo si tout \
intervalle ouvert contenantcontient toutes les valeurs dgx) pour x suffisamment grand.

Autrement dit :Je >0, OM > O tel que x>M = f X N]¢—¢ {+¢]
On écrit : lim f(x) =/

X — +oo

\ 4

+ Définition 2 : (limite en— )

/Soit Zun nombre réel. On dit que la fonction f admet plouite / lorsque x tend versoeo si tout \
intervalle ouvert contenantcontient toutes les valeurs dgx) pour x suffisamment petit.

Autrement dit :0e >0, OM < 0 tel quex<M = f X []¢—€ £ +¢]
On écrit: lim f(x) =¢

k 4

Dans les 2 cas, on dit que la droite d’équatyjon/ est asymptote (horizontale)Ga

* Exemples :

lim i=0 pournON" ; I|m— 0, lim i=0 pourndN’

)(ﬁ+ooX X — +oo [ )(ﬁ—oox




b) limite infinie — Asymptote oblique

« Définition 3 : (limite en + o)

ﬁOn dit que la fonction f admet pour limite» lorsque x tend vers lorsque tout intervalle ouveﬁd\
type]A‘ +oo[ contient toutes les valeurs dgx) pour x suffisamment grand.

Autrement dit :JA>0, DM >0telquex>M= f X » A
On écrit : lim f(X) =+

X — +o00

i) On dit que la fonction f admet pour limite lorsque x tend verso lorsque tout intervalle ouvert du
type ]-o0; A contient toutes les valeurs dex) pour x suffisamment grand.

Autrement dit :0A<0, OM >0telquex>M= f x ¥ A
Qn écrit : lim f(X) = o /

+ Définition 4 : (limite en— )

ﬁOn dit que la fonction f admet pour limite lorsque x tend verso lorsque tout intervalle ouveﬁd\
type ] A; +eo[ contient toutes les valeurs dgx) pour x suffisamment petit.

Autrement dit :JA>0, DM <Otelquex<M= f x » A
On écrit : lim f(X) =+

i) On dit que la fonction f admet pour limiter lorsque x tend versco lorsque tout intervalle ouvert du
type ]-o0; Al contient toutes les valeurs dgx) pour x suffisamment petit.

Autrement dit :0A<0, DM <Otelquex<M= f X ¥ A

Qn écrit : lim f(x) = —oo /

» Exemples :

. . : —oo Sin estimpair .
lim X" =+ pournON" ; lim v/x =+ ; lim x" = ) p pour nON
X #e0 X oo X e +00 Sin est pair

« Définition 5: (Asymptote oblique)

Lorsque lim [ f(X) —ax+ J =0oulim [ f(x) -ax+ H =0, on dit que la droite d'équatioly = ax+ best

asymptote & en +oo OU —oo.




» Exemple :
Soitf définie sur]0;+eo[ par f(x) = )+t
X

La droite d’équationy = xest asymptote oblique@ en +ow

b) Remarque
Certaines fonctions n’ont pas de limite en l'infid’est le cas, par exemple de~> cosx ,x+— sinx

29 Limite d’'une fonction en un nombre réel :

Dans ce paragraphe on étudie le comportement de flanction f définie sur un intervalle ouvert
contenant un nombre réela quef soit ou non définie era.

a) limite infinie en a :

« Définition 6 : (limite en a égale a+ «)

f (X) peut étre rendu aussi grand que I'on veut a coaditjue x soit suffisamment proche de
restant supérieur a a)
Autrement dit :JA>0, Oe > 0 tel que xO]a a+e[= f & » A
On écrit : lim f(X) =+ ou lim f (x) =+ (limite a droite de a)
X—a Xoa
i) Dire que la fonction f admet pour limiteo lorsque x tend vera(avecx< a) , c’est dire que
f (X) peut étre rendu aussi grand que I'on veut a coaditjue x soit suffisamment proche de a (en
restant inférieur a a)
Autrement dit :JA>0, Oe > 0 tel que xOJa-& d = f «» A

\On écrit : lim f(x) =+c ou lim f (x) =+ (limite a gauche de a) /

* Définition 7 : (limite en a égale a— o)

1) Dire que la fonction f admet pour limieo lorsque x tend vers a (avec> a) , c’est dire que \
a(en

1) Dire que la fonction f admet pour limitec lorsque x tend vers a (avec> a) , c'est dire que
f (X) peut étre rendu aussi petit que I'on veut a conditjue x soit suffisamment proche de a (en re

supérieur a a)
Autrement dit :JA<O0, Oe> O tel que xO]a a+e[ = f & ¥ A
On ecrit : lim f(x) =—c0 ou lim f(x) =—c (limite a droite de a)

i) Dire que la fonction f admet pour limiteo lorsque x tend vera(avecx< a) , c’est dire que
f (X) peut étre rendu aussi petit que I'on veut a conditjue x soit suffisamment proche de a (en reg

inférieur a a)
Autrement dit :JA<O0, Oe> O tel que xO]a-& d = f «¥ A

tant

tant

\On écrit : lim f(x) =—c ou lim f (x) = - (limite a gauche de a) /




Graphiquement

Dans ce cas

li f =-
i, {(x) =

et limf(x)=+w
X - a-

» Exemples :

.1 . .1 .1 [-oosin estimpair .
|In?)—n:+oo pourndN ;Ilng—:+oo : I|n”(|)—n= _ ~ pournON
X0 X x-0/x -0 X" |+w0 sin est pair

« Définition 8: (asymptote verticale)

Lorsquelim f(x) =+c ou lim f(X) =+ ou lim f(X) = - ou lim f(X) =—c, on dit que la droite

d’équation y = aest asymptote verticaleG

Exemple :
f est définie sulk \{2} par f (x) :iz ;
X_
La droite d’équationy = 2 est asymptote verticaleGd

b) limite finieen a:

» Définition 9 :

/Soit ¢un nombre réel. On dit que la fonction f admet pouite / lorsque x tend veralorsque tout\
intervalle ouvert contenantcontient toutes les valeurs dgx) pour x suffisamment proche de a.

Autrement dit :0e >0, On> O tel que xOJa-n a+n[ {d = f &N]¢—€ t+¢]
On écrit : lim f(x) =/

4




. sinx
Exemple : lim——=1
Xx-0

X
Remarque

Si a appartient a 'ensemble de définition de didtadmet une limité en a, alors cette limite e$(a) .

c) Remarque :

Une fonction peut ne pas avoir de limite en un n@mbel. Par exemple, la fonctlmun a pas de
X

limiteen 0 ; en effetimM =let IimM =-1
x-0 X X-0 X

x>0 x<0

39 Limite et opérations :

En terminale S, les définitions précédentes somtupidisées lorsqu’on cherche la limite d’'une faaot
donnée. On utilise le plus souvent les regles stas:

a) Limite d'une somme, d'un produit de deux fonctions

Les fonctiond etg ont le méme ensemble de définition.
a désigne un réel ot ou 4o etf, £' sont des réels.

f a pour limite era Y/ L L 400 400 -0

g a pour limite era Vi + 0 -0 400 - -0

f+ga pour limite era e+ +00 - +00 F -0

f a pour limite era 0 (>0 >0 <0 (<0 4 +0 - 0
e 400
g a pour limite era +00 | 00 | 400 | .00 | 400 | .00 -0 ou
.00
f X ga pour limite era e+ - - 400 | 400 - +00 =

Les cases FI (formes indéterminées)
Ce sont des cas ou on ne peut pas conclure imragdiat et ou « tout est possible » Par exemple, les
fonctions suivantes étant définies sur [0 4 :




b) Limite d'un qguotient de deux fonctions :

Les fonctions f et g ont le méme ensemble de d&finD, g ne s'annule pas sur D. a désigne unotgel
—o0 0U Ho et £, £' sont des réels.

400
f a pour limite era Y/ 10 + o +© -0 - ou
.00
400 400
g a pour limite era OU'Z0 ou '>o0 {'<o '>0 ('<o ou
- 00 .00
f - 1
—a pour limite era — 0 +00 -0 -0 400 F
g A
f a pour limite era ¢ >0ou+® t<0ou-® ¢>00u+® t<Oou ® 0
- 0 en restant 0 en restant 0 en restant 0 en restant 0
g a pour limite era " i P L
positif positif négatif négatif
f -
—a pour limite era +00 - -0 +00 F
g

Remarque :

Ces propriétés sont admises.

c) Les formes indéterminées :

Les cas des formes indéterminées necessitent ude garticuliere. On les retiendra sous la forme :

0 0 . ) C . L. .
« =00 »; «0x0 »; «— » et «g » mais sans jamais linscrire ainsi dans une copie

Nous étudierons en T.D des méthodes pour levendigterminations (factorisation, multiplication par

guantité conjuguee, ...)

(ee]




d) limite d’'une fonction polynomiale ou rationnelle :

La limite en linfini d’'une fonction polynomialete&gale a la limite du mondme de plus haut degré.
Le limite en l'infini d’'une fonction rationnelle £égale a la limite du quotient des monémes de I
degré du numérateur et du dénominateur.

Démonstration : Il suffit de factoriser le polyndme par son mond&aeeplus haut degré (a faire en
exercice)

49 Limites et ordre :

a) Limite finie : théoréme des « gendarmes »

Théoreme :

f, g, h sont des fonctions £est un réel.
Si lim g(x) = Zet lim h(x) = Zet si pour x assez grand g(<)f(x) < h(x)

alors lim f(x) = #

X — +oo

Démonstration : R.O.C

Soite > 0.

Il existe un réel M, tel que, sk=M;, L—-e<g(x)<L+eg

De méme, il existe un réelMtel que, sk=M,, L—e<h(x) <L+¢

Soit M le plus grand des réels, [t M, .

Ainsi pour toux=M,ona L-€<g(x)<f(x)<h(x) <L+& etdonc L-e<f(x)<L+e
Ce résultat est vrai pour tozit> 0 . DoncX Jirpw f(x)=L

Remarque :
Le théoréme s'étend aux cas de limites eret en un réel.

Exemple : Soit f(x) =CO)S(X , pourx#0. Calculerx ”Too f(x)
Pour touxx J R+ ,ona: - K cosx< 1, donc —%sco)s(xs%.
or lim (-%)= lim =0

X — +oo X X - 400 X



D'apres le théoréme des gendarmes, on déduit gdimmf (x)=0

b) Limites infinies : théoréme de comparaison :

Théoréme :

-

f et g sont deux fonctions et a désigne un noméekeau +oo ou — .
i) Si pour tout réel x voisin de &,(x) = g(X) et quelim g(X) =+, alors lim f(x) =+

i) Si pour tout réel x voisin de &, (x) < g(X) et quelim g(X) = -, alors lim f(x) =—co

u

Démonstration : R.0.C
Soit M > 0.
Commex Iin+"|oo g (x) =+ , Il existe donc un réehtel que, sk >m, alorsg (x) > M.

Org(x) < f(x) .On en déduit que, s> m, alorsf (x) > M.
Ce résultat est vrai pour tout M . Do)?c Jrléonf (X) = oo

Le deuxiéme résultat se démontre de la méme facon.

Exemple : Soitf (x) =x-sinx .Calculerx Iir_|r_1°of(x)

Pour touxx O R,ona: -k -sinx ,donc X -1<x-sinXx

Or lim (x-1)=+c .Onen déduitque Iimf(x) =+oo
X — oo X — +oo

59 Limites et composition :

a) Limite d'une fonction composée :

Théoréme : (admis)

a, b et c désignent des nombres réels-eou —x .
Si f et g sont des fonctions telles dine f(x) = bet lim g(x) = calors lim (gof)(¥=c

Exemple :

Soitf (x) =\/2x2- 3x+5 .Calculeg( _’Ii_|moof(x)
Posons X = x2-3x+5. Onaalorg (x) =+/X

o Nim X =40 et lim AX =+ . Onendéduitque  limf(x)= 4o



b) Limite d’'une composée d'une suite et d'une fonction :

Théoréme : (admis)

a et b désignent des nombres réelstouou —co .
f est une fonction définie sur un intervalle I(a];) et (vn) deux suites telles que pour tout entier naturel

n,u,Oletv,= f(u).
Silimu, = aetlim f(x) =balors limv, =b

n- o X n-o

Exemple :

v est la suite définie si¥* par v = sm(g +—j .Pour étudier la limite de v, on écrig % f (un) avec
n
Un = E+1 et f(x) = sin x
4 n

On obtient lim (£+EJ: r et lim sin x =——.
N oo n) 4 X2

SIS

Donc, d'apres la propriété ci -desslis v =

n— +oo

| . Continuité d’'une fonction

19 Notion de continuité d’'une fonction :

a) Définition :

f est une fonction définie sur un intervalle laedst un réel de I.
» Dire que f est continue en a signifie que f adamet limite en a égale af(a).
» Dire que f est continue sur | signifie que f esttowe en tout réel de I.

Interprétation graphique :
Dire quef est continue sur | signifie que I' on peut trdessourbe représentative tisur l'intervalle |
sans avoir a lever le crayon.



Exemples:

f est continue sur[-3; 2] | | | | /40 NN WO W

g est continue sur [-2 ; 2] _
h n'est pas continue en 0,

donc elle n'est pas continue
sur[-3;2].

b) La fonction partie entiere :

Définition:

La fonction partie entiere est la fonction défisig R, qui , a tout réel x, associe l'unique entier rdlati
tel que n< x < n+1. On note E cette fonction.

Exemples: E (5,7) =5 car 55,7<6 yE@B)=3 ;E(-2,6)=&e3<-2,6<-2.

Représentation graphigue:

La fonction partie entiere n'est pas continue sur
R, elle est discontinue en tous les entiers
relatifs.




c¢) Continuité des fonctions usuelles :

Propriétés (admises):

/ » Les fonctions polyndmes, sinus et cosinus sonintas SUlR . \

» La fonction racine carrée est continue sur [G¢f.

» Les fonctions construites par opérations ou par position a partir des fonctions
précédentes sont continues sur les intervallesayment leur ensemble de définition,
c'est le cas en patrticulier des fonctions ratiote|

* Siune suite (1) converge vers une limite | et si f est contiaueun intervalle
contenant | alors la suite ( f () converge vers(|).

» Cas des suites récurrentes: Si une suite u défisiéa donnée de son premier terme et pour

k tout entier n, w1=f(u,) converge vers le réel | et si f est continue,edrs f (1) = 1. /

Exemple Soit la suiteu avecup = 1 et pour tout ny,+1= /U, +1, on peut prouver par récurrence gue

est croissante et majorée par 2.
Doncu a une limitd (positive)

La fonctionf définie paif (x ) = vV x+1, est continue ehcar elle est continue sur [ -1 [ et]>0.

1++/5
=

Doncl st une solution positive de I'équatiors +/x+1, on trouvd =

29 Théoréme des valeurs intermédiaires :

a) Enoncé du théoreme :

Théoréme (admis pour l'instant et sera démontré a I'aide de suites adjacentes):

f est une fonction continwgir un intervalle [a ;b ] .
Pour tout réel k compris entre f (a ) et f (b ) existe au moins un réel c de [a ; b ] tel quecf)(= k.

Remarque:

C'est-a-dire si est continue sur [ab; ], alorsf (X) prend au moins une fois toute valeur intermééiai
comprise entré(a) etf (b):

f(b)
k
f(a)

b) Interprétation graphique :




Pour tout réel k compris entféa) etf (b), la droite A d'équation y & coupe au moins une fois la
courbeC en un point d'abscissecomprise entra etb.

c) Interprétation en terme d'équation :

Pour tout réel k compris entféa) etf (b), I'équationf (x) = k admet au moins une solutiorcomprise
entrea etb.

Remarque:

Le théoreme des valeurs intermédiaires permetalevpr I'existence d'au moins une solution d’'une
équation, mais il ne donne pas les solutions minembre.

d) Cas des fonctions strictement monotones :

Corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires: « théoréme de la bijection »

Si f est une fonction strictement monotone surlfp alors pour tout réel k compris entre f (a )fétb) ,
I'équation f ( x ) = k admet une solution uniquasla ; b].

f(a\ ........

f(b)

Démonstration : R.O0.C
La fonctionf étant définie et continue swa [ b], le théoreme des valeurs intermédiaires peupktaper
et justifie I'existence d'au moins un réelans [a; b ] tel quef(c) =k.
Supposons gukest strictement croissante s b ].
SoitxO[a;b]:
-six>c, ona f(x)>f(c) donc f(x)>k, doncf(x) =k
-six<c,ona f(x)<f(c)donc f(x)<k, doncf(x)ZkK
Donc pour touk # ¢, on af (x) #k
L'équationf (xX) =k a doncc pour unique solution dana {b].
On raisonne de méme dans le ca$ est strictement décroissante sar p).

e) Tableaux de variation :

CONVENTION: Dans un tableau de variation, une feegbrs le haut (vers le bas) signifie que la famcti
est continue et strictement croissante (décroisyant

On pourra donc visualiser le nombre de solutionsadéquatioffi ( x ) =k sur un tableau de variation.



f) Extension du corollaire :

Corollaire (admis) :

Soit f une fonction continue et strictement monetsur un intervalle ;4 et x4 les limites de f aux bornes de

| ; Aet ydésignant des réels owe ou + o, alors pour tout réel k strictement compris entret
I'équation f ( x ) = k admet une solution uniquasia

Exemple :

f est une fonction continue si®& dont le tableau de variation est :

X

f(x) 0 1

1) Déterminer le nombre de solutionfdex ) = - 2.
2) Déterminer le nombre de solutionfde x )= - 4.
3) Déterminer le nombre de solutionfdex )= 2






