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Chapitre GP4 : Probabilités (2) :
Conditionnement - Indépendance

Durée : 3 semaines

Séquence |l

Démonstrations : 2

Tice: 1

Obijectifs du chapitre :

Aprés avoir introduit en classe de seconde la nature du questionnement statistique & partir de travaux sur la fluctuation d*échantillonnage, on
poursuitic la présentation entreprise en prenuére des concepts londamentaux de probabilitg dans le cas [ini avec lanotion de conditionnement
el d indépendance et I'élude de quelques lois de probabilite,

Onvise aussi, en complément al usage des simulations introduit dés la seconde, une premiére sensibilisation 4. d autres classes de problémes,
notarmment celui de |"adéquation d’une loi de probabilité 4 des données expérimentales.

Points du programme Visés :

| Contenus | Modalités de mise en oeuvre |  Commentaires

Conditionnement par un événement

de probabilité non nulle puis indépendance
de deux événements.

Indépendance de deux variables aléaloires.

Formule des probabilités otales,

Statistigue el modélisation

Expénences indépendantes.

Cas de la répétition d’expéniences identiques
elindépendantes.

On justifiera la définition de [a probabilité
de B sachant A, notée P, (B). par des calculs
fréquentiels.

On utilisera é bon escient les représentations
telles que tableaux, arbres, diagrammes. . ..
elTicaces pour résoudre des problemes

de probabilités.

Application & la problématique des tests

de dépistage en médecine et la loi

de I"équilibre génétique lors d appariements
au hasard.

Application aux expériences de références
vues en seconde el premiere (dés, piéces,
urnes. .. ).

Un arbre de probabilité comrectement
consiruil constitue une preuve.

Les éleves doivent savoir appliquer sans
aide laformule des probabilités totales
dans des cas simples

On conviendra, en conformité avec
I"intuition, que pour des expériences
indépendantes, la probabilité de la liste
des résultats est le produit des probabilités
de chaque resultat.



|. Probabilités conditionnelles

19 Acticité :

Un lycée comporte 3 classes de léreS : 1S1,1S@3tLE tableau suivant indique I'effectif
des classes ainsi que le taux de passage en T&r8ina

1S1 1S2 1S3
Effectifs 24 32 35
Taux de passage en TS 95% 85% 78%

1°) Quelle est la fréquence des éleves qui passenerminale S ?

2°) L’éleve n’était pas en 1S3. Quelle est la figtpee qu’il passe en Terminale ?
3°) L’éléve ne passe pas en Terminale S. Quellladsiquence qu'il soit en 1S3 ?
Dans la suite, on désinge pgv une probabilité définie sur un universQ .

29 Définition :

Soit A et B deux événements @etels que p(B) # 0. On appelle probabilité de Aachan
que B est réalisé, le nombre réel nqig( A) tel que :

planp
pB(A)-W

39 Exemple :

Un lycée a présenté 356 candidats au bac, dont 8éree S. 256 éleves ont été admis a
I'examen ; parmi eux 64 provenaient de la sérigiséléve étant choisi au hasard parmi les
candidats présentés par le lycée, on note A I'anéné : « I'éléve provient de la série S » et
B I'événement : « I'éléve a été regu au bac ».

Chaque éléve a la méme chance d’étre choisi ;qpapbabilité, on a donc :

_ 96 256 _64
P(A) =356 » P(B)=35¢ et P(An B)=5pg
p(AnB) 64 1

On en déduit quep, (A) = =0,25

p(B) 256 4
La probabilité que I'éléve provienne de la sérisg&hant gu'il est recu au bacest donc
égale a 0,25.

p(An B):%:g
p(A) 96 3
2

Ainsi la probabilité que I'éléve soit recu au tsachant gu'il provient de la série S‘est§ .

On a aussip, (B) =

Remarque :En général :p,(B) # p;( A

49 Propriétés :

wr o pEs o A




Démonstration :

p(Bn B) _ p(B) _ . _pBn0)_p(O)_,
" Pe(B) = =g P == e
oo (A (A= (B0 A p(en A_ A B A & )
p(B) p(B) 1B

Or, Bn AetBn Asont des événements incompatibleéB&h _A) O (Bn A= B, donc
(Bm A) po(Bn A= B
p(B) _

Dou : pB( )+ pB(A)_ﬁ_

Remarque

Il ne faut pas confondr@(An B) et (A :

On chosit au hasard une carte dans un jeu de 8%c@m considére les événements :
A «la carte est un carreau »Bet« la carte est un as »

p(An B) =3i2 (ily a qu'un seul as de carreau) et(B) :% (il'y a 8 carreaux dont un as)

59 Probabilité d’une intersection d’événements :

a) Propriété :

Soient A et B deux événements telsp{ug# 0 etp(B)# C. On a:

P(AnB)= A Ax p(Bet A B= 1§ B p( }

b) Exemple :

Une urne contient trois boules bleues et cing reuigeliscernables au toucher.

On tire au hasard une premiére boule de l'urnell&Sest bleue, on la remet dans 1'ume et on

rajoute une autre boule bleue ; si elle est roagae la remet pas dans l'urne. On tire ensuite,
au hasard, une seconde boule de l'urne.

On s'intéresse a la probabilité pour que les deukels extraites soient bleues.

B 1 est I'événement : « la premiere boule extraitdleste » B, est I'événement : « la seconde

boule extraite est bleue ».

L'événement « les deux boules extraites sont bleess alor®8 1 n B ».

Onap(BnB)=pnB)x R(B)

Les boules ont la méme chance d’étre tirées ; quaipéobabilité, on a doncp (B 1) =3

8
B ; étant réalisé, on rajoute une boule bleue, si §igau moment du second tirage il y a 4
boules bleues sur 9 boules dans l'urne. Ce qmepied'écrirepBl(BZ) = g
3_1
== x ===
Onendéduitp(B1nB;,) = 9876

La probabilité que les deux boules extraites sdinies est donc égal%a‘l



69 Formule des probabilités totales :

Q est l'univers des événements élémentaires d’upérence aléatoire. A1, A2, ... PA
désignent des événementsdle

a) Définition : (partition de I'univers)

Dire que les évenements Al, A2, ..., An foromempartition de I'universQ, signifie que

* les événements Al, A2, ..., An sont deux a dsjoxnis
s Al n2 iAnc- 0

b) Exemple :

Pour tout évenement A de l'univers {A,z} est une partition de.

c) Propriété : (formules des probabilités totales)

Soit{ A; A;...A} une partition de I'univers2. Pour tout événement B inclus da@s:

p(B)=) (BN A)=

n
i=1 i=1

HAx p(B

Preuve :

OBOQ, B=( JBn Aet comme {A;A;...A}est une partition de l'univers), les

i=1

évenements n Asont disjoints. Ainsi :p(B) =Z p(Bn A)

i=1

Or i O[Ln] : p(Bn A)= R A)x B(B i dol p(B)= p(A)x p(B

Remarque :

La deuxieme formule permet de calculer la prolit@bi’'un événement B dans le cas
(fréquent) ou I'on connait les probabilitpg Ai ) d’'une famille d’événement&i constituant
une partition de l'univer$?, ainsi que les probabilités conditionnelles dedidement B par
rapport a chaque événement.A

c) Application :

Un test d’'une maladie est effectué sur la totalitine population.

Une étude statistique établit que 70 % de la pojpmaéagit négativement au test
(événemenN) , 20 % réagit faiblement au test (événenterat 10 % réagit

fortement au test (événemét. R
La probabilité pour une personne de cette populatiétre atteinte de la maladie
(événemenM) est : F
* 0,9 lorsque le test est fortement positif
* 0,6 lorsque le test est faiblement positif
e 0,05 lorsque le test est négatif

<

AV

£|

Par hypothese, on a donc :



p(R)=01 ,p(F)=02 ,p(N)=0,7 , pg(M)=0,9 , p:(M)=0,6 et
py (M) =0,05

Les événementR, F etN forment une partition de la population.

A l'aide de la formule des probabilités totales,em déduit que :

p(M)=p(Rx R(M+ g Hx p(M+ § Nx p( M

La probabilité pour qu’'une personne de cette pdjmaoit atteinte de la maladie est donc
égale a 0,245

79 Arbre pondérés :

Pour déterminer des probabilités, on peut étre @amaasonstruire des arbres dont les branches

sont affectées de probabilités.

» Un arbre pondéré se construit et se lit de gaucheite.

* L’origine de l'arbre est leacine de I'arbre.

» Les traits partant de la racine sont appbl@siches primairesde I'arbre. Elles méenent a
desnceuds

* Les branches joignant deux nceuds sont deesndaires.

» Tout chemin menant de la racine a un nceud est&@jageit.

BRANCHE SECONDAIRE

BRANCHE PRI AIRE </. <o TRAJET
RACINE
\
<.<.
.

NOEUD

a) Réqgles de construction :

» Les événements qui se trouvent aux extrémités bdasches primaires forment une
partition de l'universQ .

* Le poids d'une branche primaire est fmobabilité de I'événement qui se trouve a son
extrémité.

» Le poids d'une branche secondaire egtrddabilité conditionnelle de I'événement qui se
trouve a son extrémité sachant que le trajet meinaoh origine a été réalise.

* Le poids ou la probabilité d'un trajet espteduit des poids des branches le constituant.

* La probabilité d'un événement associé a plusi¢a@jets complets est laomme des
probabilités de ces trajets

Remarques :

» La somme des poids des branches primaires vaut 1.
» La somme des poids des branches secondaires é¢ssngaéme nceud vaut 1



b) Exemple :

Une urne contient trois boules bleues et deux lsawaleges. On tire successivement et sans
remise trois boules de l'urne. L'expérience aléatpieut étre décrite par I'arbre pondéré
suivant :

» La probabilité que la troisieme boule soit rougehsat que les deux premieres étaient

bleues es%

e La probabilité de I'evénement (B, B, B) (i%t

* Soit A I'événement : « tirer une seule boule rouge
A est associé aux trajets (R ,B,B), (B ,R),et(B,B,R) .Ona:
1,11

pP(A)=p(R,B,B) +(B,R,B) +p(B,B,R)=+z+¢
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Il. Indépendance

19 Evénements indépendants (en probabilité) :

La notion d’'indépendance en probabilité est impagaPar exemple, lorsqu’on s’intérésse a
la probabilité de gagner 5 bons numéros et le nomBance au LOTO (nouvelles regles
depuis le 5 octobre 2008), les numéros tirés dansrémiére urne contenant 49 numeéros
n'infue pas sur le numéro tiré dans la deuxiémaeasgdant 10 numéros. Nous utiliserons ce
résultat lorsque nous calculerons cette probaljdjpees avoir traité GP 6 : combinatoire)

a) Activité :

Premiere Partie :

© Une enquéte est menée, au début du premier treregprés des 32 éleves d’'une classe de
Terminale S d’'un Lycée concernant leur pratiquandport et celle de la musique :

15 éléves pratiquent uniquement un sport, 5 él@rasquent uniquement la musique, 4
éléves pratiquent les deux et le reste ne pratijuen ni I'autre. On désigne un éléve au
hasard de la classe.

On noteA I'événement « I'éleve pratique le sport »Bet’évenement « I'éléve pratique la
musique » .

Calculer p(A), p(B), p(An B g( Aet p( B

Que peut-on dire de la dépendance des evénelents ?



® On renouvelle 'enquéte au cours dtiarimestre et :
9 éleves pratiquent uniquement un sport, 5 élexaspent uniquement la musique, 3 éleves
pratiquent les deux et le reste ne pratique nifiufautre.

Calculer les valeurs dg(A), p(B), o Ax B p( Aet p( B
Que peut-on dire ?

b)_Définition :

p est une probabilité sur un univerd; A et B étant deux événements de probabilité |non
nulle. On dit que A et B sont indépéndants (au sdes probabilités) lorsqu

p(An B)=p( Ax H B

(la réalisation de I'un n’influence pas la réalisan de l'autre)

Remarques :

* L'indépendance causale implique I'indépendantehastique mais la réciproque est
fausse.

 Lorsqu’il n'y a pas de dindépendance causale éwéentre deux événements ,
I'indépendance stochastique résulte d’'une coinciel@umeérique.

Reprenons l'activité :

Deuxiéme partie :

© Proposer une autre distribution des effectifetglieA etB soient indépendants.

1°)
A NONA TOTAL
B 4 12 16
NON B 4 12 16
TOTAL 8 24 32
2°)
A NONA TOTAL
B 1 3 4
NON B 7 21 28
TOTAL 8 24 32

® On notea l'affectif de A, b celui deB , m celui de An Bet T celui deQ. Quelle relation
doivent vérifier les nombres b, metT pour que les évenememl{et B soient indépendants ?
Est-ce une condition nécessaire et suffisante ?



c) Application :

Une urne contient quatre boules bleues numéroteds by, et yy , et six boules rouges
numérotées,r, n,n, L, retny.
On suppose toutes ces boules indiscernables aoeiQuat on en tire une au hasard.
On considere les événements :
B : « la boule tirée est bleue R; « la boule tirée est rouge N4 : « la boule tirée porte le
numéro 4 » N1: « la boule tirée porte le numéro 1 ».
Les boules ont la méme chance d’étre tirées ; quaipeobabilité, on a donc :
_5_1 . _4 _2 _2_1

p(Nl)—lo—2 ; p(B)—lo—5 etp(Bn N1) = 105
Ona:p(BnN)=p(B)xp(N1)
Les événement8 et N1 sont donc indépendants. Ce résultat s'expliqueraarquant que la
proportion des boules bleues portant le numéraridas boules portant le numéro 1 est la
méme que celle des boules bleues parmi les boealigrde.

1 2
10" p(B)—5 et pf(NAnB)=0
Ona :p(BnN4)£Zp(B)xp(N4)
Les événement8 et N4 ne sont donc pas indépendants.

On a aussip(N4) =

d) Propriété :

@, 2

A et B étant deux événements de probabilité note.nuks 3 assertions suivantes spnt
équivalentes :

) p(AnB)= p(Ax B
i) ps (A) = p( A
\Ji)_p.(B)=p(B) 4

Preuve :

PourA etB quep(A) #0 etp(B)2 C. Ona:

P(An B = Ax p(Bet A B= B p( )
doncp(An B)=p(Ax { B = R(B= pB et
p(AnB)=p(Ax { B~ B(A= bR

e) Remarque :

Ne pas confondre événemeimtsompatibles et événemenisdépendants

Deux événementa etB sont incompatibles si et seulementtsh B=10 .

On aalors :p(An By =0% p( Ax d B(deux événements incompatibles ne peuvent pas étre
indépendants)

Dans I'exemple précédent, les événemeBtset N1 sont indépendants, mais non
incompatibles; les événemem®tN4 sont incompatibles (donc dépendants).

f) Proposition :

Si A et B sont deux événements indépendants, Alet8 ; A etB ; A etBsont auss
indépendants.

Preuve : a faire en exercice



