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Chapitre GP5 : Nombres complexes (3) :
Application a la géométrie

Durée : 1 semaine Séquence Il
Démonstrations : Tice :

Points du programme Visés :

| Contenus | Modalités de mise en oeuvre |  Commentaires
Interprétation géomeétrnique de 2 =2" On utilisera les nombres complexes On explottera i la [ois les possibilités
avec 2 =2+ bouz-w=k{z—w) avec k réel pour traiter des exemples simples offertes par les nombres complexes et les
non nul, ou 2 '—w= & z—w). de configurations et résoudre des problemes | raisonnements géométriques directs qui
faisant intervenir des translations, réactivent les connaissances antérieures,
des rotations, des homothéties. notamment sur les transformations du plan.

|. Propriétés relatives aux affixes des nombres com  plexes :

a) Image vectorielle :

Définition :

On se place dans le plan rapporté a un repére ortinmal direct(O; u Y/).

L . . .
Au vecteur V  de coordonnées (a ; b) , on peut associer le nernbmplexe z = a + bi.

. . . o o . . .
Onditque z =a + bi edlaffixe de V ouque V estlimage vectoriellede z =a + bi

Propriété :

. e pour affixe z e%/fpour affixe z', aloréV” + 7 a pour affixe z + z'.

- Sikestunréel, alors lev* a pour affixe k z.

Preuve :
- Soit a+bi et a' + b'i les formes algébriques detz'.

Le vecteurDVH a pour coordonnéesa (b) etle vecteuR/7 a pour coordonnéea'(; b".

On sait alors que le vecteEHr/_’ + Q/_"a pour coordonnéea fa';b +b’) .
Il a donc pour affixe :
a+ta+(b+b)iza+a +bi+bi=za+bi+ta +bi=z+2z.

« Sikestun réel, alors on sait qLIeDVﬁa pour coordonnée&d ; kb), donckDVﬁ
a pour affixe ka + kbi=k(a + bi) =k z.



b) Affixe d’'un vecteur :

Propriété :

Si M a pour affixe z=a + bi et si M a pourfiazé z'=a' + b'i, avec a, b, a', b’ réels,
alors

le vecteurﬁl\ﬁ" a pour affixe z'-z=(a'-a)+ (b - b)i

Preuve :
M a pour coordonnéea (b) et M'a pour coordonnées (b') . Les résultats vus en 1ére sur
les coordonnées permettent d'écrire :

MM a pour coordonnées'(— a; b' — b, donc MM a pour affixe :
@-a+@®-bi=a-a+bi-bi=za'+b'i-@+bi)=z-z

c) Affixe du milieu d’'un segment :

Propriété :

Si M a pour affixe z=a + bi et si M a pourfiaé z'=a' + b'i, avec a, b, a', b’ réels,
alors

+ 7'

2

le milieu | de [MM'] a pour affixe ;z= <

Preuve :

le milieu | de [MM'] a pour coordonnée{%a';

:a+a'+ib+b':a+a'+bi+b'i:a+bi+a'+b'i:z+z'
2 2 2 2 2

b ; b') , donc son affixe est :

Z

d) Affixe du barycentre de points pondérés :

Propriété :

Si M a pour affixe z=a + bi et si M a pourfiazé z'=a' + b'i, avec a, b, a', b’ réels,
alors
le barycentre G de (M p) et (M' ; f) a pour affixe & = %'Z—Z @t -1

( Cette formule se généralise au barycentre deintp@ondéres )

Preuve :

pour a + B # 0 , le barycentre G de (M ¢) et (M' ; B) a pour coordonnées
(aa+[3a‘_0(b+[3b'
a+B " a+p
7 = oa+fBa’ i ab+pb' _ oca+Ba'+abi+Bbi _ oa+abi+Ba + B
a+f o+ o+ a+f
a(@+hh)+p@ +bhi)_0az+BZ
a+p - a+p

j donc son affixe est :




| Il. Propriétés en liaison avec module et argument

19 Acticité :

On considereA, B, C et D des points d'affixes respectives z,, z. et z_ tels que A# Bet
C#D.

1°) Démontrer quéﬁ; ﬁ)) = arg{ﬁj .

Zz — Z,
2°) Démontrer qUAB I CD — 2% est un imaginaire pt.
Zy— 2,

3°) Prouver que A, B etC sont alignés= ﬁDR.
Zy — 2,

29 Propriété 1 :

p

Soit A, B, C et D des points d'affixes respectess, = et % tels que AZB et CzD.

-le vecteur%\l?_f a pour affixe g- za, eton a :
AB=|z-2| et (,AE)=arg(a-2) [27]
CD_|»-% s i (20-223

- == | == et B (Dl=ar] | | 20

& ‘ZB_ZA‘ (A8 C5)= arg(2-%) [2n)

Preuve : R.O.C

e On avu précédemment que u (DV_') =argz [2m], zétant l'affixe deDV_’.
On en déduit donc : ,%B’) = arg @s - za) [ 211]
CD_|z-2|_ ZD'ZC‘

AB |z3-Za| |z8-2Za

+ On a vu précédemment queDVF,Q/7) =argz - argz [ 2m], zétant I'affixe de V™ et
7' l'affixe de V™.
On en déduit que%l??,%ﬁ) =arg o - zc) - arg @s - za) = arg@D;ZC [2m].

o -

39 Propriété 2 :

@t A, B, C et D des points d'affixes respectiness, z et 3 tels que A#B et C#D. \
Les propriétés ci-dessous sont équivalentes :

_J5  p
. B i o
- (%E%ﬁ):g[n]

oD-L

- == estimaginaire pur
& 4




Preuve :

L'équivalence des quatre premiéres propriétésrantiate.

Les nombres complexes imaginaires purs (non nals) ks nombres complexes ayant

pour argumenlg ou %ﬂ (modulo 2rm), c'est-a-direg (modulo ™)

49 Propriété 3 :

oit A, B et C des points distincts d'affixes respes z, z, et z.
Les propriétés ci-dessous sont équivalentes :

- A, B et C sont alignés
. ‘AR etAC sont colinéaires

e o . kIR
€ 4 gR
Zs- 2

- arg(ﬁ):o [ 7]
.

~

4

Preuve :

L'équivalence des trois premiéres propriétés estadiate.

Le vecteur%ﬁ ayant pour affixez: - za et le vecteur%?? ayant pour affixezs - z4 , on

obtient :
‘AC =KAB KOR « 7c-70 =k(zs-22) KOR = ﬁDIR

Les nombres réels (non nuls) sont les nombres aeplayant pour argument 0 ou

(modulo 2m), c'est-a-dire 0 (moduhg).

| lll. Caractérisation d’ensembles de points

19 Equation paramétrigue d’'un cercle :

a) Activité : TD GP4 Exercice 2 :

SoitC le cercle de centr@ et de rayon. Soit M (z) un point du plan complexe.
Démontrer que :
MOC < z=1z + €°, ol60R.
(équation paramétrique d’un cercle)

b) Propriété :

éoitc le cercle de rayon r et de centéed'affixe z2=Xxo+iyo OU X ety, sont
des réels . Soit M un point d'affixe z = x + by x et y sont des réels.

M. iC |z-2|=r

= z=gp+relb (ou 80IR )
{/x:xg+rcost9

& = e

060R )

~




Preuve :

Par définitton MJC - QM=r < |z-z]|=r
On sait qu'un nombre complexe de module# 0) s'écrit sous la forme exponentielies! 0
(ouBOIR)
On peut donc écrire :

lz-z|=r = z-n=rel® (oUBOR) = z=z%+rei® (oUBOR)
En passant aux coordonnées, on obtient :
X=Xq *+r CcosO

=3 - = =N = Ie ) =1 .
MOCe |z-3|=r z=zo+rel¥ (ouB0IR) {y=y9+rsm9 (o

UOOR)

29 Médiatrice d’'un segment :

Propriété :

Soit A et B les points d'affixes et z .
L'ensembled des points M d'affixes z tels que | z4{ z | z — % | est la médiatrice d
segmenfAB].

Preuve :

|z—za|=MAet|z—2%|=MB donc:
|z—2|=|z-8| = MA=MB < M appartient a la médiatrice de [AB].

39 Ensemble des points M dont les affixes ont le m éme arqument :

Propriété :

Le plan complexe est rapporté a un repére orthorad)n"rrect(O; T T/) et zOC

L’ensemble des pointM (2)tels quearg(z)=a, ou a R est une demi-droite d’origine @,
privée de O.

Preuve :
On aarg(z)= (U;OM)=a, donc M appartient & la demi-droite d’origine G détermine un
angle de mesura avec I'axe(O;U). CommezC", O n'appartient pas & cette demi-droite.

IV. Ecriture complexe de transformations du plan

Le plan complexe est rapporté & un repére orthoaloui'rrect(o; u; Y/)
19 Translation :

a) Définition :

uétant un vecteur et M un point quelconque du plan.

e

M 'est image de M par la translation de vectaur= MM '=u.




b) Ecriture complexe:

Propriété :

L'application qui au point M d'affixe z associepleint M' d'affixe z'=z+b oub estun
nombre complexe fixé, est la translation de vecteutaffixe b.

Preuve :

Si le point M' a pour affixez’=z+b , alors z'-z=b, donc HI\W‘ =u
29 Homothétie :

a) Définition :

Q étant un point du plan et k un nombre réel non Ruétant un point quelconque du plan
M 'est I'image de M par 'homothétie de centeet de rapport ke QM ' =kQM .

b) Ecriture complexe:

Propriété :

L'application qui au point M d'affixe z associepleint M' d'affixe z' avec z' @w=k (z - W)
ou k est un nombre réel non nul fixéeetin nombre complexe fixé, est 'hnomothétie de eentr
Q d'affixe wet de rapport k.

Preuve :

Si le point M' a pour affixe’ avec z'-w=k(z-w) , alors OV = k ON
39 Rotation :
a) Définition :

Q étant un point du plan &t un nombre réel. M étant un point quelconque.
QM '=QM

(O_I\ZO_IVT) =a[2n]

M 'est I'image de M par la rotation de centfeet d’anglea - {

b) Ecriture complexe:

Propriété :

L'application qui au point M d'affixe z associepl@int M’ d'affixe z' avec
' -w=e! 9 (z - o) ou a est un nombre réel fixé ed un nombre complexe fixé, est|la
rotation de centra? d'affixe wet d'anglea.




Preuve :

Soit M' le point d'affixez tel quez'- w=el % (z- )

-si zZw,onabiensir'z w. Onaalors Z-® =gl 0

Z"w‘:l et aréi;w):a [ 2r]
Z-w

D’ou

On en déduit que% =1 et EZM,BW) =a [2n] , c'est-a-dire QM' = QM et

(%M,Bl\ﬁ') =a [2m].
-si z=w, alorsz'=w. Q est donc invariant par cette application.
L'application est donc la rotation de cer@et d'anglex.



