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Chapitre A4 . Dérivation
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Tice: 0

Points du programme Visés :

Dérivation

Rappels sur les régles de dénvation
etsurle lien entre signe de ladérivée
et variations de la fonction.

Application 1 étude de la fonction tangente.

Dérivation d une fonction composée.

On rappelleraen particulier le théoréme
suivant qui sera utilisé 4 propos

des primitives : une fonction

dont la dérivée est nulle surun intervalle
est constante sur cet intervalle.

On fera remarquer que toute fonction
dérivable est continue.

Ecriture différentielle dy=f"{x)dx.

Le principe de la démonstration sera indigué
La netation différentielle est ici un moyen
mnémotechnique de retrouver la formule.

On se contentera d’expliquer gue I’éeriture
différentielle exprime symboliquement
I’égalité:

Ay = fla)Ax + e(Av)Ax

ol £ tend vers zéro avec Ax.

A I'occasion des exercices, on rencontre
des relations entre grandeurs de la forme
x=fif), y=pix}, v=u{) etc., ol freprésente
un termps, x et y des longueurs, v une
vitesse : dans ces conditions, f(f) est une
vilesse, £'(x) est un nombre el i (1) une
accélération, ce que |"écriture différentielle
mel en valeur.




I. Nombre dérivé - Fonction dérivée

Dans tout le paragraphef est une fonction définie sur un intervalle |1 et omote C sa courbe
représentative dans un repére orthogona(O;T;]) .

19 Définitions

a) Nombre dérivé :

Définition : f est une fonction définie sur un intervalle I

et a est un réel de 1.

f est dérivable en a s1 et seulement si I'une ou I'autre des deux
propositions équivalentes est réalisée :

flath) - fla)

h
que la fonction r — M

r—a
— pour tout réel htel que a+h €1, fla+h) = fla)+ bl + he(h)
avec éi.mbs(h) =0

— la fonction h — a une limite finie [ en (), ou encore

a pour limite ! quand = tend vers a.

Le nombre [ est appelé nombre dérivé de la fonetion f en a.

Remarques :
— Le nombre w (kh # 0) est appelé taux de variation de f entre a et a + h.
h
— Soit A(a; f(a)) et M{a + h; f(a + ), w (h # 0) est le coefficient directeur de la droite

(AM).

Le nombre dérivé de f en a est noté f'(a).

Lorsque la fonction f admet un nombre dérivé en a, on dit que f est dérivable en a.

Lorsque f est dérivable en tout point d’un intervalle I inclus dans le domaine de définition de f, on dit que
f est dérivable sur 1.

b) Fonction dérivée :

Définition : f est une fonction dérivable sur un intervalle /. La fonction dérivée de f sur [ est la fonction f'
qui A tout a dans [ associe f'(a).



29 Tangente a une courbe :

f est une fonction dérivable suet alll .

¢ C est la courbe représentative de f dans un repére.
Une équation de la tangente T' 4 C au point A d’abscisse a est :

v=fla)(x—a)+ f(a)

frath)
S @i

Jelt

39 Approximation affine locale :

e Pour tout réel h tel que a + 1 € 1,

fla+ h) = fla)+ f'la)h + hz(h) et r{in}jg[h] =0

fla)+ f'(a)h est I'approximation affine de f(a + h) pour h proche de 0,
associée a f.

49 Dérivabilité et continuité :

Propriété : f est une fonction définie sur un intervalle I, a est un réel de 1.
Si f est dérivable en a, alors f est continue en a.

Démonstration :

On suppose que f est dérivable en a, c’est & dire, pour i # O tel que a + h € 1,

fla+h) = fla)+ f'la)h + hz(h) avec J1.'11110.55{171) =0.

Or Fltin%] Fla)h =0et J1.'1111[] h=(h) = 0 done Aimo fla+ h) = f(a), ce qui justifie que f est continue en a.
Remarque : la réciproque de la propriété est fausse : la fonction racine carrée est continue en (), mais elle
n’est pas dérivable en 0.




59 Dérivées successives :

Définition : f est une fonction dérivable sur un intervalle /. Sa fonction dérivée f’ s’appelle la fonction dérivee
premiére (ou d’ordre 1) de f .

Lorsque f' est dérivable sur I, sa fonction dérivée est notée f”; f" est appellée dérivée seconde (ou dérivée
d’ordre 2) de f.

Par itération, pour tout entier naturel n > 2, on définie la fonction dérivée n-idme (ou d'ordre n) comme
étant la fonction dérivée de la fonction d'ordre n — 1, f(U = f/ et pour tout n > 2, fm) = pln-1)

Exemple : f : # — cosz est dérivable sur R et on a f'(z) = —sinz, f¥(z) = —cosz, f(m(r) = sinz,

f(4:’l[r) = cos et ainsi de suite...

69 Rappel : Reqgles de dérivation :

a) Dérivées des fonctions usuelles :

flxz) fliz) f est dérivable sur 'intervalle
A 0 ] — oc; +oo]
T 1 | — ooy 400
™ (ne Netn>2) nz™ 1 | — ooy 400
1 1
= = | — oy 0] ou |0; +oc|
1
— [
VT NG 10; +oc|
COS T —sinz | — oo; 400]
sin COS T | — oo; 400]

b) Dérivées : opérations :

Propriété : u et v sont deux fonctions dérivables sur un intervalle [ et k est un réel. Alors ku, u +v et uw
sont dérivables sur I et :
(kv) =ku' ; (ut+v) =u +v" ; (ww) =v'v+ud

1
Si, de plus v ne g’annule pas sur I, alors — et 2 sont dérivables sur I et :

1y’ 2 A (’U)’ wy —ur'
— T — [ =] — T e——
) 2 v o2

Fxercice : Déterminer la fonction dérivée de chacune des fonctions suivantes :
1. f est la fonction définie sur [0; 400 par : f(z) = (z — 1)/x
422 4 2 42

2. t la fonction défini RY\ {-1;0 : =
f es onction définie sur R\ {—1;0} par : f(z) p g



Correction :

1. f est dérivable sur |0; +o0of, et f(x) =u(x)v(r) avec u(xr)=z-1 et vlx)= =
1
Onaalors u'(z)=1 ; v’(:r) =— e [f=vvi+u

e

-1
fllz)=1xyr+(z—-1)x Ev’_ =T+ \/_
ulx

vix)

2. f est dérivable sur RY {—1;0}, et f(z) = avee u(x)=4x?+2r+2 et vr)=2+2

Onaalorsu'(z)=8x+1; #(z)=2x+1 et [f'=

Bz 4+ 1)(22 +2) — (422 + 24 2)(2z + )

filz) = EETS

II. Dérivée d’'une fonction composée

19 Dérivation d’'une fonction composée :

Théoréme : g est une fonction dérivable sur un intervalle .J. u est une fonction dérivable sur un intervalle T,
et pour tout = de I, u(x) appartient & J.
Alors la fonction f définie par f(x) = g o u(x) = g{u(x)) est dérivable sur I et pour tout x de I,

fllz) = u'(z) x g'(u(x)).

Démongtration : Pour tout a € I, pour tout réel i non nul tel quea + h € I,

flath)—fla) glulath)—glu(a)) glulath))—glula) ulath)—ula)

h N h ~ ula+h)—ula) h
Or u est dérivable en a, d’on lim ula + hlea —ula) =u'(a).

—y

De plus, u est dérivable en a, u est donc continue en a, ce qui donne : éim ula + h) = ula).
On a également u(a) € J et g est dérivable sur J, d’on : Xl_i’r&ﬂ) g(}; : iizgajj = g'(ula)).
On obtient alors lim glua + 1)) — g(ula)) = g’(u(a)]. Done lim flath) - fla)

A—0 ula +h) —ula) h—0 h
et g ou est dérivable en a et (gou)'(a) = x g'(u(a)).

=u'(a) x ¢'(u(a))

Remargues :Cette démonstration n’est valable que su(a+h)—u(a) # 0, ce qui n’est possible pour toutes
les fonctions. Par exemple su est une fonction constante ou la fonction définiear :

u(x) = xzsin(%) pourx #0
u(0)=0

, la démonstration est mise en défaut.

Dans le cas d’'une fonction constante, cela est clai



(1
u(x)=x?sin| = | pourx#0
Etude du cas: (x) (x) P

u@=0

« La fonction u est dérivable en 0 carlim0 f(x)—g ©) =Iim0 1) =Iim0>sin (E) =0 (en utilisant le
X X = X = X X = X

théoréme des gendarmes apres avoir encadm’an(lJ par -1 et 1.
X
« u s'annule indéfiniment au voisinage de 0. En effetOk OZ, u(ki) =0car sin(km)=0
T

Or, tout voisinage de 0 contient une infinité de nmbres de la formek— :
T

Ona: lim - =0, donc par définition : Og >0, OA> 0 tel quek > A :>i|]]—s g
K =00 k'r[ kT[

Comme il y a une infinité de nombrek tel quek > A, voisinage de 0 contient une infinité de
nombres de la formei ;
kTt

Ainsi, on ne pourra pas écrireu(a+ h) —u(a) au dénominateur !

Exemple : Déterminer les dérivées des fonctions suivantes :
1
1. f est la fonction définie sur R\ {0} par : f(z) = sin =
2. f est la fonction définie sur R par : f(z) = cos(:::g).
Solution :

1. f est dérivable sur R\ {0}. Pour tout x € R\ {0}, f(x) = gou(zr) ou wulz)= 1 et g(z) =sinz.
T

1 1 1

—— et "(z) = cosz. On aalors f'(z) = —— cos —.
L et g(z)=cosr. On aalors f(a) :

u'(z) = =

2. f est dérivable sur R. Pour tout réel x, f(x) = gou(zr) on wul(r)=22 et g(r)=cosz.

viz)=2r et g(x)=—sinzr et f'(z)=—2xsin(z?).

29 Conséguences :

Propriété : u est une fonction strictement positive et dérivable sur un intervalle I.
w(z)

24/ ulz)

Alors la fonction j définie sur [ par f(z) = 1/u(x) est dérivable sur I, et pour tout z de [ : f'(x) =

Démonstration : f(z) = glu(z)) o0 glz)=x et gz)= ﬁ

g est dérivable sur |0; +oc|; pour tout x de I, u(x) > 0, donc la fonction f = g o u est dérivable sur [ et
u'(z)

2,/ u(z)

d’aprés la propriété sur la dérivée d’une fonction composée, on obtient : f'(z) = o'(z) x g'(u(z)) =



Propriété : u est une fonction dérivable sur un intervalle I et n est un entier naturel non nul
Alors la fonction f définie par f(z) = [u(x)|™ est dérivable sur I et pour tout x de [ :
() = nfu(@)" 1 x u'(a)

Démonstration : f(z) = g{u ( ))  oi  g{x)=2z". Pour tout réel :c ¢ (z) =na™ 1.
Alors pour tout réel x, f ='(2) % g'(u(z ] ’(.-r x nfu(z)]* ! = n[(u(z)]* ! x o (z).
Remarque : Cas on n < 0 et u ne s’annule en aucun point de 7 :
On a f(z) = [u(z)]” = W Puisque —n > 0, on peut appliquer la formule de la dérivée de 'inverse
d’une fonction et on obtient : f'(z) = —Mg
([ue()] ™) YE—— )

—ny ' I g Ef'U.ZI.'_ﬂ'__ u'(x

et ([u(xz)]™) = —nu'(x) x [u(z)] 1 done f'(z)= [u(m]]_i"" = [u(:r;)]_“"“l'

On obtient également f'(z) = nu'(z)[u(z)| L
Exercice : Déterminer les dérivées des fonctions suivantes :
1. f est la fonction définie sur R par f(x) = (x% + 3z + 1)8.
2. g est la fonction définie sur R par g(z) = VT2 + 27 + 3.
Solution :

1. f est une fonction polynéme, elle est donc dérivable sur [R.
Ona f(x)=[u=)]* ot wulx)=22+3z+1 et u(x)=2r+3
On a alors f/'(z) =3 x (22 + 3)(x? + 32 + 1)

2. Comme 2 + 22 + 3 > 0 sur IR, la fonction f est dérivable sur .
Onag(z)=+ulz) on wulz)=2+2x+3 et u(z)=2w+2

d 2 2 1
On a alors f'(z) ulz) = Tt = rt .
2\/11,(:3:) vl + 22+ 3 Vri+2x+3

IIl. Rappel : Application a I'étude des variations d’une fonction

19 Variation :

Théoréme : f est une fonction dérivable sur un intervalle T.

1. Si pour tout @ de I, f'(x) > 0 sauf peut-&tre en quelques points out f/(z) s’annule alors f est strictement
croissante sur 1.

2. Sipour tout x de I, f/(z) < 0 sauf peut-étre en quelques points ot f'(x) s’annule alors f est strictement
décroissante sur 1.

3. Si pour tout x de I, f'(z) = 0 alors f est constante sur I.

19 Extremum local :

Définition : f est une fonction dérivable sur un intervalle I, ¢ est un point de T.
Dire que f(¢) est un maximum local (resp. minimum local) signifie que 'on

peut trouver un intervalle .J inclus dans [ et contenant ¢, tel que, ey
pour tout = de J, f(x) < f(c) (resp. f(z) > f(c). B

On appelle extremum local, un maximum cu un minimum local. ," — e
o}




Théoréme : f est une fonction dérivable sur un intervalle I ouvert, ¢ est un point de /.
1. Si f(e) est un extremum loeal, alors f'(c) = 0.

2. Si f/ s’annule en ¢ en changeant de signe, alors f(e) est un extremum local.

Remarque : Lorsque f(e) est un extremum local, la tangente a la courbe représentant f en A(c; f(c)) est
horizontale.



