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I. Etude de la fonction exponentielle 
 
1°) Rappels :  
 
• La fonction exponentielle est l’unique fonction dérivable sur ℝ telle que : 
exp' exp  et exp(0) 1= = . On la note xx e֏ où exp(1) 2,718e= ≃  

•  : 0xx e∀ ∈ >ℝ  
 
2°) Continuité :  
 
On a montré dans A4 que toute fonction dérivable sur un intervalle I est continue sur I. 
Donc : 
 
Propriété : 
 
 
La fonction exponentielle est définie, continue, dérivable sur IR   
 

 
 
3°) Sens de variation :  
 

On sait que ( e x )' = e x et  on a vu que e x  > 0  pour tout x ∈ IR. Donc la fonction 
exponentielle est strictement croissante sur IR. 
 
Propriété : 
 
 
La fonction exponentielle est strictement croissante sur IR 
 
 

 
Remarque : La fonction exponentielle croît très rapidement (e 50 ≈ 5 × 10 21). Dans le langage 
courant, on parle souvent de phénomènes à "croissance exponentielle", pour indiquer que la 
croissance de ces phénomènes est très rapide. 
 
Conséquences: 
 
Pour tous réels a et b : 
 

a = b ⇔    e a  = e b   

a < b ⇔    e a  < e b   

a ≤ b ⇔    e a  ≤  e b   

a > 0   ⇔   e a > 1   

a < 0   ⇔   0 < e a < 1 
 
3°) Limites :  
 
Propriété 1: 
 

limx → +∞  e x = +∞     limx → –∞ e x = 0 

 
 
 
 



Preuve : 
 

• La fonction exponentielle est strictement croissante, on a donc    e 1 > e 0   donc  e > 1 . 

 On en déduit que la suite ( e n ) est une suite géométrique de raison e  avec  e > 1 . Ainsi 

limn → +∞ e n = +∞   

 Soit M > 0. 

 On a limn → +∞ e n = +∞   , il existe donc  n0 tel que si n > n0 ,  e n > M     

      
Or la fonction exponentielle est croissante surℝ  . Ainsi,  si x > n > n0   on a   

 e x > e n > M    

Ce résultat est vrai pour tout M > 0 . On en déduit que  limx → +∞  e x = +∞      

• limx → –∞ e x = limx → +∞  e - x = limx → +∞  
1

e x 
  = 0     

 
 
Tableau de variations : 
 
 
 
 
 
 

 

Propriété 2: 
 

• limx → 0 e x - 1
x

 = 1  

• e x  a pour approximation affine  1 + x   au voisinage de 0 

• Pour tout réel x, on a   e x ≥ 1 + x  
 
Preuve : 
• On sait que ( e x )' = e x . Le nombre dérivé de la fonction exponentielle en 0 est donc    
e 0 = 1 

Par définition du nombre dérivé, on peut donc écrire    limx → 0 e x - 1
x

 = 1 . 

• Pour une fonction f dérivable en x0 , l'approximation affine est : 
  f (x0 + h )  est   f ( x0 ) + f ' ( x0 ) × h 

L'approximation affine de e h est donc e 0 + e 0 × h = 1 + h   .   

L'approximation affine de e x est donc  1 + x . 
Cela revient à dire que la courbe de la fonction exponentielle a pour tangente au point 
d'abscisse 0 la droite d'équation  y = x + 1 
 

• Pour démontrer que  e x ≥  1 + x  pour tout x ∈ IR, considérons la fonction h définie par : h 
( x ) = e x - x - 1  
h est la somme de deux fonctions dérivables sur IR , h est donc dérivable sur IR  et pour tout 

réel x, on a  h ' ( x ) = e x - 1 

Si    x ≤ 0 , on a :  e x ≤ 1  ⇔ e x - 1 ≤ 0 ⇔ h ' ( x ) ≤ 0    
Donc h est décroissante sur  ] -∞ ; 0 ]  .  

Si    x  ≥ 0 , on a :  e x ≥ 1  ⇔ e x - 1 ≥ 0 ⇔ h ' ( x ) ≥ 0    
Donc h est croissante sur  [ 0 ; +∞ [  . 

x -∞                                    +∞      
 

   exp 
                                 +∞ 
 

0 



On en déduit que si x ≤ 0 , on a h ( x ) ≥ h ( 0 )   et si x ≥ 0 , on a h ( x ) ≥ h ( 0 )   

D'autre part   h (  0 ) = e 0 - 0 - 1 = 0 . Ainsi, pour tout réel x , on a :    

h ( x ) ≥ h ( 0 )    ⇔   e x - x - 1 ≥ 0   ⇔    e x  ≥ 1 + x 
  

 
Propriété 3: 
 

limx → +∞
e x

x
 = +∞          limx → -∞ x e x = 0     

 
Preuve : 
• On sait que pour tout x ∈ IR     e x ≥ 1 + x ,   on a donc en particulier   e x ≥ x 

En appliquant cette relation à  x
2
 , on obtient   e 

 

x
2 ≥  x

2
 

Puis en élevant au carré ( les deux membres sont positifs ), on obtient : 









e
 

x
2

2
 ≥  x 2

4
  ⇔ e

2

 

x
2 ≥ x 2

4
   ⇔ e x ≥  x 2

4
 

Ainsi pour tout réel x > 0, on a     e x

x
  ≥  x

4
 

On sait que   limx → +∞ x
4
 = +∞      donc      limx → +∞

e x

x
 = +∞           

• Sachant que   limx → +∞
e x

x
 = +∞  , on peut en déduire que   limx → -∞ e

-x

-x
 = +∞   c'est-à-dire 

limx → -∞ 1

-x e x
 = +∞ 

donc   limx → -∞ -x e x = 0+   et par conséquent     limx → -∞ x e x = 0- .   

Donc    limx → -∞ x e x = 0 

 
4°) Représentation graphique :  
 
 

• On a vu que   limx → –∞ e x = 0 

 La courbe a pour asymptote horizontale l'axe ( Ox ) quand x 
tend vers -∞ 

• On a vu que  e x  a pour approximation affine  1 + x   au voisinage de 0  et que 

pourtout réel x , on a   e x  ≥ 1 + x  
 La courbe a pour tangente au point d'abscisse 0 la droite T d'équation  y = x + 1 et la 

courbe se trouve au-dessus de T. 

  

 

 

 

 

 

 



II. Etude de la fonction ln  
 
1°) Rappel :  
 
La fonction exponentielle est une bijection de IR sur ] 0 ; +∞ [. 

C'est-à-dire que pour tout  b ∈ ] 0 ; +∞ [ ,  il existe un unique réel a tel que   e a = b  . 
On note a = ln b , ce qui se lit logarithme népérien de b . Ainsi à tout réel x strictement positif, 
on peut associer un unique réel noté ln ( x ). 
 
2°) Définition :  
 
 
On appelle fonction logarithme népérien la fonction qui à tout réel x strictement positif, fait 
correspondre le réel y noté  ln ( x ) dont l’exponentielle est égale à x : 
 
                                                                                 ln :  ] 0 ; + ∞ [ →    IR 
                                                                                               x        →   ln x 
 

 
 
Remarques : 
 
La fonction ln est une bijection de ] 0 ; +∞ [ dans IR.. 

L'équivalence  



 
x ∈ IR+

*  
 y = ln x

   ⇔    



 
y ∈ IR

e y = x
  traduit le fait que les fonctions exponentielle et 

logarithme népérien sont réciproques l'une de l'autre 
 
3°) Conséquences :  
 
• Pour tout réel x strictement positif , on a   e ln x = x 

•   Pour tout réel x , on a   ln e x = x 
• ln 1 = 0         
• ln e = 1 
 
4) Sens de variation : 
 
Propriété 
 
La fonction ln est strictement croissante sur IR+

*  . 
 
 
Preuve : 
 
Soit a et b deux réels strictement positifs tels que  a < b. 
Supposons que   ln a ≥ ln b 

La fonction exponentielle étant croissante on aurait   e ln a ≥  e ln b    donc   a ≥ b  ce qui est 
en contradiction avec l'hypothèse.  
On ne peut donc pas avoir   ln a ≥ ln b. 
On a donc   ln a < ln b. 
On en déduit que la fonction ln est strictement croissante sur ] 0 ; +∞ [. 
 
 
 
 
 



Conséquences : 
 
Pour tous réels strictement positifs a et b 
• ln a = ln b ⇔   a = b 
• ln a < ln b ⇔   a < b 
• ln a ≤  ln b ⇔    a ≤ b 
• a > 1   ⇔   ln a > 0      
• si   0 < a < 1     alors    ln a < 0 
 
 
5) Continuité et dérivabilité : 
 
Propriété 
 

La fonction ln est continue et dérivable sur IR+
*  et pour tout x ∈ IR+

*  , on a     ln ' x = 1
x
 

 
 
Preuve : 

 

 

 



 
 
 
 
 
 
 

 
 

 
Remarque :  

On sait que pour tout x > 0,  e ln x = x . Ainsi en utilisant la propriété de dérivation des 
fonctions composées, on peut écrire pour tout x  > 0  : 

( e ln x )' = ( ln ' x ) ×  e ln x    ⇔  ( x )' = ( ln ' x ) × x    ⇔   ln ' x = 1
x
 

 
 



6) Limites : 
 
a) Propriété : (limites aux bornes de l’ensemble de définition) 

 
limx → +∞ ln  x = +∞      et limx→ 0+ ln x = -∞ 

 
Preuve : 
 
• Soit M > 0. 

Pour tout x > 0, on a :   ln x ≥  M ⇔ x ≥ e M   

Ainsi, si x ≥ e M  on a   ln x ≥ M 
Ce résultat est vrai pour tout M > 0 . On en déduit que  limx → +∞ln x = +∞ 

 

• Pour étudier  limx→ 0+ ln x , posons   X =  1
x
   c'est-à-dire   x = 1

X
  

Lorsque x tend vers 0 par valeurs positives  X tend vers +∞.  

On a   ln x = ln 1
X

 = - ln X 

Donc   limx→ 0+ln x = limX→ +∞- ln X .   On sait que   limX→ +∞ln X = +∞     donc    

 
limx→ 0+ ln x = -∞ 

 
b) Propriété :(conqéquences de la dérivabilité) 
 

• limx → 0 ln ( 1 + x )
x

 = 1   

• ln ( 1 + x )  a pour approximation affine   x   au voisinage de 0 
 
 
 
 
 
c) Propriété :(Croissance comparée) 
 

limx → +∞ ln x
x

 =   0         ;     limx→ 0+ x ln x = 0 

 
 

 

• Pour déterminer  limx → +∞ ln x
x

 ,  posons   X = ln x    on a  alors   e X = x 

Lorsque x tend vers +∞ ,  ln x tend vers +∞,   donc  X tend vers +∞. 

On peut écrire   ln x
x

 = X

e X
    donc   limx → +∞ ln x

x
 = limX → +∞

X

e X
 . 

Or on sait que   limX → +∞ e X

X
 = +∞    donc   limX → +∞ X

e X
 = 0   et par conséquent : 

   limx → +∞ ln x
x

 = 0 

 

• Pour déterminer   limx→ 0+ x ln x  , posons  X = 1
x
   on a alors  x = 1

X
 

Lorsque x tend vers 0 par valeurs positives ,  1
x
  tend vers +∞,   donc  X tend vers +∞ 



On peut écrire   x ln x = 1
X

 ln 1
X

 = - 1
X

 ln X = - ln X
X

    

Or on sait que    limX → +∞ ln X
X

 = 0    donc   limX → +∞ - ln X
X

 = 0   et par conséquent : 

  limx→ 0+ x ln x = 0 

 
 
7) Courbe représentative: 
 

 

 
 

 


