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Chapitre A5 : Etude de la fonction exponentielle et de la fonctio  n logarithme
néperien
G
Durée : 2 semaines Séquence |l
Démonstrations : tout Tice : 1

Points du programme Visés :

[ Contenus

| Modalités de mise en oeuvre

|  Commentaires

Etude des fonctions logarithmes et exponentielles

Equations différentiellesy '=ay+h

On démontrera |’existence et | unicité
de la solution passant par un point donné,

On étudiera quelques problémes oil
interviennent des équations différentielles
se ramenant & y'=ay+b.

Ce paragraphe, déja abordé lors de
I'introduction de la fonction exponentielle,
pourra étre réparti surl"ensemble de |"année.
Onferale lienavec |’ étude de ces
équations en physique ; on définira

le temps caractéristique T =-1/a pour a<0.
Les indications utiles pour se ramenera
¥'=ay+b doivent ére données.

Des solutions de I"équation y” +w?*v=0
seront introduites en cours de physique.

Etude des fonctions logarithmes etexponentielles

Fonction logarithme népérien : notation In.
Equation fonctionnelle caractéristique.
Dérivée ; comportement asymptotique.

On mentionnera la fonction logarithme
décimal, notée log, pour son utilité dans les
autres disciplines et son rapport avec
I*écriture décimale des nombres.
Approximation affine, au voisinage

de 0, de it In{ 1451).

Le mode d'introduction du logarithme
n'est pas imposé, On peut, pour ' introduire :
- soit partir des propriétés des fonctions
exponentielles:

- soit poser le probléme des fonctions
dérivables sur R** telles que fxvi=f)+Ay)
et admettre |"existence de primitives pour
lafonctionxb= 1/x;

- soit traiter le logarithme aprés I'intégration.




| |. Etude de la fonction exponentielle

19 Rappels :

* La fonction exponentielle est I'unique fonctionidéble surRR telle que :
exp'= exp et exp(0F . On la notex— € ou e=exp(l)= 2,71

e IXOR : € >0

29 Continuité :

On a montré dans A4 que toute fonction dérivabteusuntervalle | est continue sur 1.
Donc :

Propriété :

[ La fonction exponentielle est définie, continuejvadble sur IR ]

39 Sens de variation :

On sait que ( &) =eXet onavuque & >0 pour toutx 0 IR. Donc la fonction
exponentielle est strictement croissante sur IR.

Propriété :

[ La fonction exponentielle est strictement croiseantr IR ]

Remarque La fonction exponentielle croit trés rapidemenf e5 x 10%Y). Dande langage
courant, on parle souvent de phénomeénes a "crassponentielle”, pour indiquer que la
croissance de ces phénomenes est tres rapide.

Conséquences:

Pour tous réelsaetb :

a=b- ead=gb
a<b- ea<eb
asb- el c<eb
a>0 - ea>1
a<0 - 0O<eq<1

39 Limites :
Propriété 1.

. - : X —
[Xllm+me +o00 Xﬂm_ooe 0 ]




Preuve :

« La fonction exponentielle est strictement croissaon a donc &>e0 donc e>1.
On en déduit que la suite (e est une suite géométrique de raison e avecl e Ainsi
. n—

n |_|>m+oo el = oo
Soit M > 0.

On a, lim eN=+w il existe donc gitel quesin>fn eN>M

Or la fonction exponentielle est croissante®urAinsi, six>n>n, ona
eX>el>M

Ce résultat est vrai pour tout M > 0 . On en dédué X lim eX =+
. . . 1
X= -X= [’q — =
X H,m_oo € X ll,mi-oo e X 1|> (00} ex O

Tableau de variations :

X -00 +00
+00
exp /
0
Propriété 2:
eX-1

. Xll—r>n0 X =1
e eX a pour approximation affine 1+ x au voisinadg0
e Pourtoutréel x,ona %¥>1+x

Preuve :
« On sait que (&) =eX. Le nombre dérivé de la fonction exponentiell®erst donc
e0=1
X -

Par définition du nombre dérivé, on peut donc écrig 'Lmoe < 1_1.
* Pour une fonctiohdérivable erxo , I'approximation affine est :

f(xo+h) estf(x)+f"(x)xh
L'approximation affine de Best donc & + eOxh=1 +h
L'approximation affine de £est donc 1 «.
Cela revient a dire que la courbe de la fonctiopoeentielle a pour tangente au point
d'abscisse 0 la droite d'équatigr=x + 1

e Pour démontrer que *= 1 +x pour toutx O IR, considérons la fonctidmdéfinie par h
(x)=eX-x-1

h est la somme de deux fonctions dérivables suhRst donc dérivable sur R et pour tout
réelx,onah'(x)=eX-1

Si x<0,ona: &<1 = eX-1<0-h"'(x)<0

Donch est décroissante surcp- 0] .

Si x=0,0na: &>1 - eX-1>20-=h"'(x)=20

Donch est croissante sur [ 0 ¢oH .



On en déduitque gi<0,ona(x)=h(0) etsx=0,onah(x)=h(0)
D'autre parth( 0)=e0-0-1=0. Ainsi, pour tout régl, on a :
h(x)2h(0) = eX-x-120 = eX>1+x

Propriété 3:

im & I X
sy o SR

Preuve :

On sait que pourtodJ IR eX>1+x, on adonc en particulier Xe= x
X
En appliquant cette relation%, on obtient €22 g

Puis en élevant au carré ( les deux membres seitifp9, on obtient :

(.%2 2 2% 2 2
X X X
Z — e >— = X> —_—
e2) = 7 e 22 7 erz 7
I , eX _ X
Ainsi pour tout réek > 0, on a > > 2

) . X _ . eX _
On sait que . J'moz =+ donc X _)ImoT = +oo0

. eX P - , R
Sachant que, “4[907 =+c0 , On peut en déduire que I(;om? =+co0 C'est-a-dire
im  —E = +oo
- xeX

im -xeX=qot 5 - X =
donc , lim -xeX=0" etparconsequent,  limxe*=0.

. X —
Donc  lim xeX=0

49 Représentation graphigue :

. X —
-Onavwvu que _)IanOo eX=0

La courbe a pour asymptote horizontale I'axex() Quandx
tend versoo

- Onavu que €& a pour approximation affine 1x au voisinage de 0 et que

pourtout réek ,ona & =1 +x
La courbe a pour tangente au point d'abscissedboite T d'équationy =x + 1 et la
courbe se trouve au-dessus de T.

I 3




| Il. Etude de la fonction In

19 Rappel :

La fonction exponentielle est une bijection deuR]0 ;+o |[.

C'est-a-dire que pour tout 0] 0 ;+oo [, il existe un unique réeltel que e =b .
On notea=Inb, ce qui se lit logarithme népérienlgdeAinsi a tout réek strictement positif,
on peut associer un unique réel notéxn.(

29 Définition :

On appellefonction logarithme népériera fonction qui a tout réel x strictement posiffit
correspondre le réel y noté In ( x ) dont I'expotielle est égale a x :

IN]O;+0[oo. R
X oo~ [N X

L 4

Remarques :

La fonction In est une bijection de ] 8 [ dans IR..
x 0 R: {y OIR
y=Ilnx = |eY¥Y=x
logarithme népérien sont réciproques l'une deréaut

L'équivalence{ traduit le fait que les fonctions exponentielle e

39 Conséquences :

» Pour tout réek strictement positif , on a la X = x

e Pourtoutréet,ona Ine&=x
e In1=0
« Ine=1

4) Sens de variation :

Propriété

[ La fonction In est strictement croissante sur.R

Preuve :

Soita etb deux réels strictement positifs tels qae& b.

Supposons que B=Inb

La fonction exponentielle étant croissante on aulna> elnb donc azb ce qui est
en contradiction avec I'hypothése.

On ne peut donc pas avoir dre Inb.

Onadonc Ima<Inb.

On en déduit que la fonction In est strictemenissiamte sur ] 0too [.



Conséquences :

/Pour tous réels strictement posit@fetb
- Ina=Inb- a=b
- Ina<inb< a<b
e InagsInb-= ac<hb
. a>1 = Ina>0
K si O<a<1 alors Im<O

5) Continuité et dérivabilité :

Propriété

La fonction In est continue et dérivable sur &® pour tout x7R: ,ona In'x =)—1(

Preuve :

Lemme

Pour tout réel x e R : In(xy=x-1

Démonstration du lemme :

Sl existait unréel x € B

+

tel que : Inix)=x -1

Alors, par stricte croissance de 'exponentielle, on aurait :

¥z e

C'est-a-dire, en posant u=x— 1 : 1+u=e

Ce que contredirait I'inégalité e* = u + 1, valable pour tout & & B (voir exercice en 1.1.)

D'ot, pour toutx € RY: Inix)=x-1
Premier pas : on montre que la fonction logarithme est continue en 1. Il suffit pour cela, de montrer qu'elle
admet une limite finie (égale & In 1 = 0). Distinguons deux cas.
Limite 4 droite

Pour tout x € |1, +=[, le lemme permet d'écrire : 0 < In(x) = x — |

Et d'aprés le théoréme des gendarmes : lim In(x)=0

=1t

Limite & cauche

Pour toutx € 10, 1[,on a : In(x) < 0
Mais d'apres les propriétés du logarithme, on obtient :
' \
(1Y

o
In ) 1]

P

o . f1y

Et d'aprés le lemme, on peut écrire : 0= Jn‘ — == -1
A



Et d'aprés le théoréme des gendarmes : lim In(x)=0
1"

Les limites 4 droite et 4 gauche sont égales a In(1), ce qui prouve la continuité du logarithme en 1.

Deuxiéme pas : on montre que la fonction logarithme est continue sur R .

. ) i }j‘ k) o ! h'\l
Soita € RY. Pour tout > —a: In(a+ h)=In [a| 1+— .:—‘ =Infa) + In| 1+ — :
.

a a )
o _ ¢
Comme la fonction In est continue en 1 :  lim In! l+=!=In(1)=0
s L g
Dot : lim In{a + h) = In(a)
h—=0

Ce qui prouve la continuité de la fonction In en a.

Done la fonction In est continue sur B

Soitx e R} fixé. Etudions la limite, lorsque / tend vers 0, de I'accroissement moven :

In{x+h)—Inix)

h
{On considére des valeurs de fi suffisamment proches de 0 (# > —x) pour que In(x + f1) ait un sens)
. . . . fx+ B A
D'apres 2.2. : In(x + /) - In(x) = In| |= In| 1+—]
LX) X
fohy L h
Posons 2 =Inj | +— |, ainsi : e'=1+ —
X X
h=xie"-1)

Comme la fonction In est continue en 1., nous avons :
(R
lim In| 1+ —|=ln[]_:={}
o L x)

Dong, lorsque A tend vers 0, u tend aussi vers 0. Nous pouvons dong écrire :

. In |I/] . E\|
fj R ZI0CO) A Xy ¥
h—+0 h h—0 h #—0 x(e —1)
N I 0
Or, nous savons que : lim ¢ | = lim € e exp0) =1
=0 U H—0 i
Dot - lim In{x+ A)— In(x) _ l

h—0 h X

Remarque:
On sait que pour tout> 0, el X=x . Ainsi en utilisant la propriété de dérivatiorsde
fonctions composeées, on peut écrire pour xoet0

(elX)'=(In'x)x eMX « (x)=(In'x)xx < In'x=%



6) Limites :

a) Propriété : (limites aux bornes de I'ensemble de définition)

[Xﬂm_'_ooln X = 400 etx_!|r6+|nx=-oo

Preuve :

Soit M > 0.
Pourtoutk>0,0na: Ix= M = x=eM
Ainsi, six=eM ona Ix=M
Ce résultat est vrai pour tout M > 0 . On en dédué , lim, In x = +oo

o1 . Lt a Aiva v —
* Pour etud|erxq||53rlnx,posons X—X c'est-a-direx =

X|=

Lorsquex tend vers O par valeurs positives X tend vess
Ona Ixk=ihl=-inx
X

Donc Xﬂnb_l_ln X=y ﬂm+w- In X . On sait quey ﬂm+oo|n X =40 donc

XﬂrerrInx:m

b) Propriété :(congéquences de la dérivabilité)

. lim Ingi+x):1

* In(1+x) apourapproximation affinex au voisinage de 0

c) Propriété :(Croissance comparée)

. inx . . -
[Xhm‘FOOT_ 0 : XLmeernx—O

+ Pour déterminer, ﬂm+oo|n7x, posons X=Ix ona alors & =x

Lorsquex tend verstoo , Inx tend versteo, donc X tend versco.

. Inx_ X ; Inx_ X
On peut ecrlreT —e—x donc X le+OOT =y le+°°e_x )
0 it im, €% -, d lim, X -0 et S t:
ron sait quey i oo 5 = oo donc y lir +°°ex' et par conséquent :
. In x
im_—2=0

. . : 1 1
Pour determiner, Imx Inx , posons X ~ ona alorsx—y

Lorsquex tend vers O par valeurs positive% tend vers ¢, donc X tend vergo



1_ 1 __InX
Inx— In —

On peut écrirexIn x =
P X X

1
X
Or on sait que y ILm+oome =0 donc y 'Lm+oo _InX

Xﬂanrxlnx:O

=0 et par conséquent :

7) Courbe représentative:

Soit M{x, y}un point de la courbe de la fonction logarithme (voir figure 2y dans un repére orthonormé {ij} .
Onadoncx e RY et v=In(x).

Comme la fonction In est la bijection réciproque de la fonction exponentielle, on a alors x = €”. Donc le point
My, x) est situé sur la courbe de la fonction exponentielle. Or, le point MYy, x) est le symétrique’”’ du point
M{x, y) par rapport 4 la droite A d'équation ¥ =x. En conséquence :

Les courbes G, et C, sont symétriques par rapport a la premiére bissectrice A (droite d’équation y = x)

chp




