Cours de Limites et continuité des fonctions numeériques

Niveau : 2°™ bac Sc.Maths

I-Continuité en un point :

1-Définitions

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle ouvert I € R et a un élément de .

i.  f est continue ena & limf = f(a)
xX—a

Si fn'estpas continue en a on dit qu'elleest discontinue en a
ii. Si f est définie sur un intervalle [a,b][ € R :

f est continue a droite en a & limf = f(a)
xX—a

x>a

f est continue a gauche en a < limf = f(a)
xX—a

x<a

2-Théoreme :

f est continue en a & f est continue a droite eta gauche en a

Exercice d’application :

Etudier la continuité de la fonction f au point x, dans chacun des cas suivants :

==
| rap=2 "
O~ Ta
f@)=2
3‘{f(x) =xE (1);x 0
f(0)=0
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3-Définition de la continuité en utilisant la définition formelle de la limite :

Soit f une fonction numérique définie sur un intervalle ouvert I € R et a un élément de
I.

f est continue en a & limf = f(a)
xX—a

©(Ve>0,da>0Vxel:|lx—al<a=|f(x)—fla)] <e)

4. Prolongement d’une fonction en un point par continuité :

Exemple :

sinx

= 1.

o1tfxl—>—ona :Df = R" et lim

x—0 X

On peut donc prolonger f au point O :

SlTLX

x#0

f@) =

~

f(0)=1

On définit la fonction f sur R par :

Il est clair que f est bien continue au point 0 donc f est le prolongement de f par

continuité en 0

Théoréme :
Si f est une fonction définie au voisinage d’un point x, mais non définie en

Xg;etsi limf(x) =1 avecl € R;
XPXq

f(x)—f(x)xtho
f(xo)—l

alors la fonction f définie sur Dy U {x,} par : est le

prolongement de f par continuité en a.

II-Continuité sur un intervalle réel

1-Définitions :

Soient a et b des réels tels que a < b.

i. f est continue sur l'intervalle |a, b[ signifie que f est continue en tout point dela, b[

. . . o f est continue en tout point dela, b[
ii. f est continue sur lintervalle ]a, b] signifie que: . .
et f est continue a gauche en b
. ' o f est continue en tout point dela, b[
11i. f est continue sur lintervalle[a, b|signifie ue:{ , R ,
f [a, blsignifieq et f est continue a droite en a
2.
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f est continue en tout point dela, b[
iv.f est continue sur l'intervalle[a, b] signifieque: et f est continue a droite en a
et f est continue a gauche en b

2-Continuité de la fonction partie entiére

Activité :
Soit E la fonction partie enticre.E est définie sur R :
E:R->R
x - E(x)
Pour tout x € R ,E(x) est le plus grand entier relatif inférieur ou égal a x c.a.d.
E(x)€EZetE(x) <x<E(x)+1
Représenter la fonction E graphiquement et prouver qu’elle est continue sur tout intervalle

[k, k + 1[, k € Z et est discontinue en tout point de Z.

I1I- Opérations sur les fonctions continues

1- Propriétés :

Soient f et g deux fonctions continues sur un intervalle I de R.

- les fonctions |f|, AfavecA € R, f + g, f g sont continues sur |

: 1 :
Sivx €l: g(x) # 0, alors 5,5 sont continues sur [
-Sivx €el:f(x) =0, alors \/7 est continue sur [
Preuve :
En utilisant la définition formelle de la limite, démontrer par exemple la continuité de la

somme f + g.

2.Continuité et limite d’une fonction composée :

Propriété :
Soit [ un nombre réel.

Si f est une fonction numérique telle que limf = [ et si g est une fonction numérique
a

continue au point / alors limg o f = g({)
a

Remarque :
-3
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Cette propriété reste valable en +o ,—0,a* ,a~

Conséquence :

Si f est une fonction numérique continue sur un intervalle I et g est une fonction
numérique continue sur un intervalle J telle que f(I) < J alors la fonction g o fest

continue sur I

3. Continuité des fonctions de référence :

Théorémes :

1. Toutes les fonctions polyndmes sont continues sur R.

ii. Les fonctions : x — |x| ; x = cos x et x — sin x sont continues sur R.

11ii. Toute fonction rationnelle est continue sur tout intervalle contenu dans son
domaine de définition.

1v. La fonction x — tan x est continue sur tout intervalle inclus dans son
ensemble de définition D;,, = {% + kn/k € Z}

v. La fonction x — +/x est définie et continue sur R+

Exemples :
Montrer que les fonctions suivantes sont continues en tout point de leurs domaines de
définition :

Vx
x| =2

fix—x3—1—x2; gix ; h:x'—>tan(z)
X

IV.Image d’un intervalle par une fonction numérique.

Activités :

1) Déterminer I’image de chacun des intervalles suivants par la fonction partie entiere E :
[-1;2]; ]0;1[; Z

2) Déterminer : cos([0,2m[)

3) Représenter graphiquement la fonction numérique f: x +— i—j , en déduire

graphiquement les images des intervalles |1, 4+oo[; [—1; 1] et | —0, 0] par f.
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1. Théoréme :(Admis)

1. L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.
ii. L’image d’un segment (intervalle fermé borné) [a, b] est un segment[m, M] ou m est le

plus petit élément et M le plus grand élément de f([a, b])

Conséquence :

Toute fonction numérique continue sur un intervalle I est bornée et atteint ses bornes.

2-Image d’un intervalle par une fonction continue et strictement monotone :

Propriétés :
Soient a et b deux nombres réels tels que a<b et f est une fonction numérique définie sur

un intervalle I. On a les résultats suivants :

Image de I’intervalle I par la fonction f

L’intervalle I f est strictement croissante sur I f est strictement décroissante sur I
[a, b] [f (@), f(D)] [f (b), f(a)]
la, b] Jiimf, £ @) £ @), limf|
[a, b[ [f(a), lli,r_nf_ - imf, f @)
]a, b [ 1,. . [ 1,. . [
|lmf, limf| |imf, limf|
]—oco, +oo[ Jtim, timf | [timf, tim |
[a, +oo[ f(a), Lim £l - imf, f @)
]—co,af ltims, uimf| |timf, 1imf|
4 —o0 a L 4 a — 00 L

Exercices d’application :

: . : . 3x-2 . o, :
1) Etudier les variations de la fonction numérique f: x +— ﬁ, puis déterminer par f les

images des intervalles suivants : |—oo; —1[; [—2; 1[,]—1,0] et]—1, + oo
2) Méme questions pour : f:x — —x3 + 3x2 + 1 et les intervalles :

[0; 2[ ’ [_1; 0]1 [_2; 1] et R
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3-Théoreme des valeurs intermédiaires :

Théoréeme(T.V.I) :

Si f est une fonction continue sur un segment [a, b] alors toute valeur k
intermédiaire entre f(a) et f(b) est atteinte au moins une fois c.a.d. il existe au
moins un réel ¢ € [a, b] tel que f(c) = k.

Corollaire 1 :

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur [a, b] alors pour tout réel

k compris entre f(a) et f(b) il existe un unique réel ¢ € [a, b] tel que f(c) =k

Corollaire 2 :

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un segment [a, b]et si

f(a) X f(b) < 0 alors il existe un unique réel ¢ € [a, b] tel que f(c) =0

Remarque :

Le TVI sert a localiser (encadrer) et a calculer une approximation d'une solution de
I’équation f(x) =0

Interprétation graphique :

Les solutions de I’équation f(x) = 0 sont les abscisses des points d’intersection de la

courbe de f avec I’axe des abscisses.

Exercices d’application :

1) Soit la fonction numérique f: x — x — cosx
. : 3 ,. :
a) Prouver que 1’équation f(x) = 5 admet dans I’intervalle E, %[au moins une

solution «
b) Montrer que a est unique.
2) Soit la fonction numérique f:x — x3 +x + 1

Montrer que I’équation f(x) = 0 admet dans I’intervalle ]—1; O[ une unique solution 3

et prouver que —1 < ff < — %, puis trouver un encadrement pour  d’amplitude 0.25
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VI1.Bijection continue :

Théoréeme de la bijection inverse et propriétés :

Si f est une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle I alors f est une
bijection de I dans I’intervalle f (1)

Sa bijection réciproque f 1 est continue et strictement monotone sur f(I) et a le méme
sens de variation que f

Les courbes de f et f ~! sont symétriques par rapport a la droite d’équation y = x dans
un repere orthonormeé.

Remarque :

Si f est bijection d’un intervalle I dans un intervalle ] alors pour tout y € J 1’équation
f(x) = y admet une unique solution dans /.

Exercice d’application :

Soit f la fonction définie sur I = |1; +oo[ par f(x) = —x?+ 2x — 3.

1- Montrer que f est une bijection de I vers un intervalle J qu’on déterminera puis
représenter f et f~! graphiquement dans le méme repére orthonormé.

2- Calculer f~1(x) pour tout x € J

VII . Fonction racine n’iéme

1.Définition :

Soitn € N*
La restriction de la fonction x = x™ sur [0; +oo[est une bijection de [0; +oo[ sur [0; +oo].
Sa bijection réciproque s’appelle fonction racine niéme et se note vV et définie par

V(x,y) ER™*: Vx =y o x=y"

1
On notera aussi : v/x = xn

2.Continuité et limite de la fonction v

Propriété :
Soit u une fonction positive sur un intervalle I , x, € I .

i. si u est continue sur lalors “/u est continue sur I

ii.silimu =1 € [0, 4oo[ alors lim Yu = V1

X0 X
iii.silim u = +oo alors lim Yu = 4o
X0 X0
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3.0pérations sur les radicaux :

Propriétés :
Pour tous a, b de [0; +oo[ et pour tous n,p de N* — {1} on a:

(V@) =V =a i (Vo) = V&
VWa="¥a ; "V&=Va

Vab = a Vb
njt_ 1 . nfja_Na,
\/g—% ;a+0 b—%,bio

4. Puissance rationnelle d’un nombre réel strictement positif :

a.Définition :

Soient n € N* et p € Z.On pose pour tout x € |0; +oof :
p
= () - (¥

b.Limite de la fonction x = x" our € Q" en +

Propriété :
Soitr € Q".0Ona:

Sir > 0alors lim x" = 4o
X—+00

Etsir < Qalors limx" =0
X—+00

c.Opérations sur les puissances rationnelles

Propriétés :
Pour tous 7, 7'deQ et a, b de R’} ona :
a’a’ = ar+r’; (ab)r =a’b" ; (ar)r’ =q

1 a\m  a a I
=z i) =F o

VIIl.Fonction Arctangente :

Activité :

Activité

Soit f la fonction numérique définie sur I'intervalle I =] — %,% [, par f(x) = tanx

Montrer que f est une bijection de | vers IR. On notera sa bijection réciproque par Arctan
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Corrigé de Pactivité

mw T

Soit f la restriction de la fonction x — tanx a I’intervalle ]— > E[ :

T T
Vx E]_E;E[ : f(x) = tanx

. . T T
La fonction f est continue sur ]— > ;[ )

De plus elle est strictement croissante sur ]— % ; %[ ; en effet :

1

cos*x

\v4 ] TI.'.TI.' . £ — 20 —
X € —E,E[.f(x)—1+tan X =

Donc, d’apres le théoreme de la bijection, la fonction f est une bijection de I’intervalle

>0

]—%;%[ vers I’intervalle :f( —%,%D = xEEnE’f f(x),xlirg_f(x)
2 2
Calcul des deux limites :

sinx

Ona:Vx € ]—g,g[ :f(x) = tanx = .

0SX

Et:
. . . A . A
lim sinx = sin (—) =1, limcosx = cos (—) =0
x—Z 2 UL 2
2 2
. , . s . s
lim sinx = sin (— —) = —1, lim_cosx = cos (— —) =0
x—>—§ 2 x_)_g 2

On doit alors utiliser le signe de cosx a droite de — % et a gauche de % ;

Puisque : Vx € ]—%,%[ :cosx > 0, alors :

lirr71T+ fx) =—00 et lim f(x) =+

x—>—§ x_>7

R

D’ou :f( —E-ED = ]—o0, oo

2’2

a.Définition :

La restriction de la fonction x — tanx a ]— % ; %[ est une bijection de ]— %; %[ vers R.

Sa bijection réciproque s’appelle fonction arctangente, notée arctan, définie sur R par :
v
arctan:R — ]_E;_[

X — arctan x

. x =tany
Etona; {y = arctanx = T T
x €ER y € —;;;[
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Quelques valeurs usuelles de arctanx :

s

Ona:tan§= V3 et %E ]—%,%[ donc arctany3 = 3

N T 1 T
De méme arctan0 = 0 ; arctanl = i arctan\/—§ =<

...d’ou le tableau :

@l =
“| G

Arctanx 0

NE!
w3
©l 3

IS

b.Propriétés de la fonction arctan: x — arctanx

1. Vx € Riarctanx € ]—%,%[ cad: Vx e R: —% < arctanx <§

ii. Vx € R:tan(arctanx) = x

et VxE€ ]—g;g[:arctan(tanx) =X

1. La fonction arctan: x v arctanx est impaire c.a.d. :
Vx € R:arctan(—x) = —arctanx
1v. La fonction arctan: x — arctanx est continue et strictement croissante sur R

etona:

. T . T
lim arctanx = -3 et lim arctanx = 3

X——00 X—40

1 % ,Six >0
v.Vx € R*:arctanx + arctan-=| “ .
x —;,51x<0

. . arctan x
vi.eton a : lim———=1
x—0 X

Quelques démonstrations :

vi. en posant t = arctanx on a tant = x ,d’ou : lim ZTEE — im—— =1
x—0 X t—0 tant
iii. Soit x € R. Posons :y = arctan (—x).On a alors :y € ]—g,g[ et:
y = arctan(—x) © tany = —x © —tany = x & tan(—y) = x
Or:ye€ ]—g,g[ S —yE ]—g,g[ donc : —y = arctanx donc y = —arctanx
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Et comme y = arctan (—x) alors arctan(—x) = —arctanx c.a.d. que la fonction

arctan: x v— arctanx est impaire.

ii. Application des deux formules Vx € R: fof ~1(x) = x etVx € ]—g,g[ flof(x) = x

Ouf~! = arctan et f la restriction de la fonction tan a I’intervalle ]— % ; %[

V. en exercice

c.Représentation graphique de la fonction Arctan

La courbe de la fonction arctan: x — arctanx est la symétrique de celle de la
restriction de la fonction x +— tanx a ]—g ; %[ par rapport a la 1° bissectrice (y = x)

du repéere orthonormé.

y=mi2

y=-1mi2
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