Limite d'une suite numeérique

Niveau : 2°™ Bac.Sc.Maths.Fr

I-Rappels de la classe antérieure (1°° année Sciences mathématiques) :
1.Suite majorée, minorée, bornée
- Une suite (u,,) est dite majorée ssidM € R:vn € N:u, < M
- Une suite (u,,) est dite minorée ssi dm € R:vVn € N:u, > m
- Une suite (u,,) est dite bornée ssi elle est majorée et minorée
- Une suite (u,) estbornée ssi IM € R:vVn € N: |u, | < M

2.Sens de variation d’une suite

- Une suite (u,,) est dite croissante ssi: Vn € N:u,,,; = u,

- Une suite (u,,) est dite décroissante ssi: Vn € Niu,,; < u,

- Une suite (u,,) est dite constante ssi : Vn € N:u,, ., = u,
3.Exemples de suites
a. Suite arithmétique
- Une suite (u,,) est dite arithmétique de raisonrssi: Vn € Niu,,; =u, +r
- Si (u,,) est une suite arithmétique de raison r alors :

-V(n,p) € N*:u, = u, + (n—p)r

Upt+Up

-V(n,p) € N?°/n > piuy, + Uppy+...Hu, = (n—p + -+
a, betc trois termes consécutifs d'une suite arithmétique ssi b = a7+c

b. Suite géométrique

- Une suite (u,) est dite géométrique de raison q ssi: Vn € N: u,,.; = qu,
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- Si (u,,) est une suite géométrique de raison q alors :

-V(n,p) € N%:u, = U,q" P

1_qn—p+1

-V(n,p) € N*/n > PiUp +Upyto. Uy = Uy 4

a, betc trois termes consécutifs d'une suite géométrique ssi b? = ac
Exercices de révision
Exercice 1

, e Up =0
Soit la suite récurrente (u,,) définie par : {Vn €Ny, = m
1) Démontrer par récurrence que la suite est majorée par 3.
2) Démontrer que la suite (u,,) est strictement croissante.
3) Montrer que Vn € N*; u,, > 0
Exercice 2 :
On consideére les suites (u,,) et (v,) définies par :

S5uy,—1

Ug =2 et Upyyq = S

1
o etv, = w1 pour toutn € N

1) Montrer que la suite (v,,) est arithmétique
2) Calculer v, , u, etS, = Y-, Uy en fonction de n pour toutn € N

Exercice 3 :
. . , . 3
On considere la suite (u,,) définie par: uy = 2 et U, = 2 Un — 1pourtoutn €N

1) Montrer par récurrence que Vn € N : u, > —4
2) Montrer que la suite (u,,) est décroissante
3) Montrer que la suite (u,) converge.

4) On considére la suite (v,,) définie par : v, = u, + 4 pour tout entier naturel n
: r R . 3
a) Montrer que la suite (v,,) est géométrique de raison q = ”

b) Calculer v,, puis u, en fonction de n pour tout entier naturel n
¢) Calculer les sommes S, = Y-, Up , puis S,,' = M-, Uy en fonction de n pour

tout entier naturel n.
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II- Convergence d’une suite :
Activité :

2n—-3
n+1

Soit la suite numérique (u,,) définie par :vn € N : u,, =

Soit € un nombre réel strictement positif.

Déterminer en fonction de € un entier naturel ny tel que : Vn = ng: |lu, — 2| < ¢
1.Définition :

Dire qu’un réel | est la limite d’une suite numérique (u,) ou que signifie que tout

intervalle ouvert de centre [ contient tous les termes de la suite a partir d’'un indice.

limu, =1 Ve>03In, e N/Vn=>nylu, 1| <e

n—+owo

2. Théoréme et définition :

Si une suite numérique (u,,)admet une limite finie / alors Cette limite est unique et on
dit que la suite(u,,) converge vers / et que la suite(u,,) est convergente et on écrira
alors: lim u, =1

n—-+oo

Preuve :
Raisonnons par ’absurde :

On suppose qu’une suite (u,,) admet 2 limites distinctes [; et [,.

[l1—15]

Posons par exemple : € = — 0.On a alors :
|l — Lyl
dn, E N/Vn=>ng:u, — | < 2
1L = Lyl
dn, € N/Vn = ny:i|u, — | < —

Soit ny, = max (ny,n,)
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En utilisant I’inégalité triangulaire |x + y| < |x| + |y| ,on a:
vn =ng: |l — L = [(uy — L) — (up — )| < lup — L] + [uy — 1
D’ou :

1 -1 ,
VnZno:lll—l2|S|12—2| Dou:1<

N

: C’est absurde. Donc [; = [,.
3.Propriété :
Toute suite convergente est bornée. (La réciproque est fausse)
Preuve :
Utiliser la définition de la limite
Contre-exemple :

La suite définie par Vn € N : u,, = (—1)" estbornée : Vn € N : |u,| < 1, mais ne

converge pas car elle prend les valeurs 1 et — 1 en alternance.
4. Théoreme :(Admis)
Toute suite croissante et majorée est convergente
Toute suite décroissante et minorée est convergente
S5.composée d’une suite par une fonction :
Théoreme :

Si (u,,) est une suite qui converge vers un réel / et si f'est une fonction continue en

[ alors la suite (v,,) définie par v,, = f(u,) pour tout n > n, converge vers f (1)
Preuve : Utiliser la définition de la limite

Exercice :

. o 3-1
Montrer que la suite (u,,) définie par u,, = arctan (n:i:l

) converge et calculer sa limite.
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6. Théorémes de comparaison :
a. Limite d’une suite et ordre :
Propriété :

Soit (u,)et (v,) deux suites numériques convergentes

et limu. =] alors 1=0
n—+owo n

(Vn=ny:u, >0
- Si

et limu, = let limv, =1 alors 1 <[’
n—+o0 n-+w

' Vn =z ng:u, <v,
- Si

b. Critéres de convergence

Théoréeme des Gendarmes :

i. Si (uy,), (v,) et (wy,)sont des suites numériques telles que Vn > ny: v, < u, < wy,

et si (v,) et (w,,) convergent vers une méme limite / alors (u,) converge vers [

ii. Si (uy)et (v,) sont deux suites numériques telles que Vn = ny: |u,, — l| < v, etsi
(v,,) converge vers 0 alors (u,) converge vers [

Exercice d’application :

Montrer que les suites numériques définies par :

v e N (—1)ntt | 4 cosn sinn
n Uy = ———— , v, = — , W, =
"on+42 " n+1 " 14++n

convergent et déterminer la limite de chacune.

I1I. Limite infinie d’une suite numérique :
1.Définitions :
Soit (u,,) une suite numérique. On définit :

limu, =40 VA>0;an, EN/Vn=>nyu, > A

n—+owo
limu, =—0 o VA>0;An e N/Vn=>nyu, <-4

n—-+owo

Une suite qui n’a pas de limite ou dont la limite n’est pas finie est dite une suite divergente.
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2. Limite de la suite (n%),c\- ou @ € Q°
Propriété :
Soita € Q".Ona:

Sia > 0alors lim n% = 4w
n—+oo

etsia < 0alors limn% =0
n-+oo

Preuve :

Sia € N, alorsVn € N: n* >netona limn = +w...
n—+ow

Sia € Q" alors a =§avec :(p,q) EN*2etona:n®*= VnP ...

. J— * 1
Sia € Q " alors —a € Q*"etona:n% =— ...

n—«
3. Théorémes :

1. Toute suite croissante et non majorée a pour limite +oo

i1. Toute suite décroissante et non minorée a pour limite —oo

Exercice d’application :

Etudier la monotonie de la suite définie par: Vn € N : u,, = n? — 2n ; et montrer

par I’absurde qu’elle est non majorée en déduire sa limite.
4. Théorémes de comparaison :

Théoreme :

alors lim u,, = —w

lim v, = —w oo

n—-+oo

(Vnz=2npu, <vy,
i. Si

alors lim u,, = +©

lim v, = 4o o

n—+owo

- (Vn=ng:u, > v,
1. 1. Si

Exercice d’application :

Déterminer la limite de la suite définie par : Vn € N* : u,, = n — (—1)"sin (%)
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IV. Opérations sur les limites des suites :
Propriété
Si deux suites numériques (u,) et (v,) sont convergentes, alors :
» Les suites (u, + v,) et (u,v,) convergentetona:

lim (u, +v,) = limu, + llm vy, et llm (unvn) = lim u, X lim v,
n—+ow n—+owo +o0 n- n—+owo n—+owo

» Etsi lim v, # 0, alors la suite (v ) converge eton a :
n

n—+owo

u, lim u,

lim (—) = notw *

n-+o \U, lim Un
n—-+owo

Remarque

Les propriétés des extensions des opérations sur les limites des fonctions f :x — f(x)

lorsque x — +oo restent valables pour les limites des suites numériques.
V. Théorémes de comparaison :
1. Limite d’une suite et ordre :
Propriétés :

Soit (u,) et (v,) deux suites numériques convergentes

et limu, =1 alors 120
n—+ow

vn=ngu, >0
-Si

et lim U, = l et lim v, = I’ alors | < I’

n—>+ow n—+oo

{ vn =ng:u, <v,
-Si
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2. Critéres de convergence d’une suite :
Propriétés :
Soit (u,,) , (v,) et (w,,) trois suites numériques convergentes

Vnz=zng:v, < u, S wy
-Si

et imv, = limw, =1 alors la suite (u,) converge et limu, =1

n—+owo n—-+ow n=+o

alors la suite (u,) convergeet limu, =1
n—>+o

(Yn=ny|u, =1 <y
-Si

et limv, =0
n—+ow

VI. Limites de la suite (a™)
Théoreme :
Soita ER. Ona:

Sia>1alors lim a™ = 4+
n—->+ow

Si|la| < 1 alors lim a™ =
n—-+ow

Si a = 1 alors (a™) est constante :¥Yn € N: 1™ =1
Sia < —1 alors (a™) n’a pas de limite
Preuve
-Sia > 1 alors en posant ¢ = a — 1 > 0 et en utilisant I’inégalité de Bernoulli :
14+a)"=21+na

Ona:
a"=(1+(a—1))n21+n(a—1)

Et comme a — 1 > 0 alors lirp 1+n(a—1)=+ood’ou lima™ = +w
n—-+oo n—>+oo
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-lescas a = 0 et a = 1 sont triviaux.

n
- Si |a] <1eta¢0alorsi|>1,d’01‘1 lim (i) = 4o

la n—-+o \|a|

D’ou lim |a™| = 0donc lima™ =0
n—-4oo n—--4owo

- Si a = —1 ,la suite définie par Vn € N : u,, = (—1)" diverge et n’admet aucune limite.

- Sia< —1 alors |a| > 1 et lirf |a™| = 400 , mais la suite (a™) change de signe en
n——+oo

alternance, donc elle diverge et n’admet aucune limite.

Exercices d’application :

Etudier la convergence de chacune des suites numériques suivantes :

3n_gn

1 1 1 1
m 3)Wn_1+5+2_2+2_3+'”+2_n

n
Du, = (— g) sinm 2)v, =
VII. Convergence d’une suite récurrente :u,, .1 = f(u,)
Activité :

1.a) Tracer dans un repere orthonormé du plan la droite (A): y = x et la courbe de la
fonction f:x — 5 — % sur I’intervalle ]0; 8].

b) Déterminer f (1) ou I = [3; 4] et vérifier que f(I) c I
2) On considére la suite numérique (u,,) définie par :
uy=3 etvn € N:u, ., = f(u,)
a. Prouver par récurrence que : Vn € N;u,, € [
b. Etudier la monotonie de la suite (u,,) ; en déduire qu’elle converge.

c. Conjecturer la limite de la suite (u,) a partir du graphique précédent.

d. Prouver que Vn E N: 0 < 4 —u,, < %(4 —Uy)

n
¢. En déduire par récurrence que : Vn € N: 0 < |4 — u,,| < (%)

f. En déduire la limite [ de la suite (u,,) et vérifier que f (1) = L.
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Théoreme :
Si (u,,) est une suite convergente définie par la relation de récurrence :

Unt1 = f(Uy) pour tout n = n, et par son premier terme U, € I ou f est une

fonction continue sur I’intervalle I tel que f (/) € I, alors la limite de la suite

(u,,) est une solution de I’équation f(x) = x
VIII. Deux suites adjacentes :
Activité :
Soit la fonction f définie sur ’intervalle [0 ; 2] par :

2x+1
x+1

f&x) =

1) Etudier les variations de f et vérifier que f([0; 2]) < [0; 2] puis représenter f
graphiquement dans un repére orthonormé. Tracer la droite (A): y = x dans le méme

repere. On prendra 4cm comme unité.
2) Résoudre I’équation f(x) = x
3) On considére les suites (u,)et (v,) définies par :

Up=1vp=2etVn € Nyup,, = f(uy) et vpyy = f (V)
Conjecturer graphiquement la monotonie , la convergence et la limite des 2 suites.
1.Définition :

On dit que deux suites numériques (u,,)et (v,,) sont adjacentes ssi I’une est croissante,

’autre est décroissante et lim (v, —u,) =0
n—-+oo

2. Théoreme

Deux suites adjacentes sont convergentes et ont la méme limite
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Preuve a faire par les éléves :

On considere 2 suites numériques adjacentes (U)o €t (Vn)nso , telles que (u,,)

soit croissante et (v,,) soit décroissante. On pose Yn = 0:w,, = v, — U,
1. Prouver que la suite (w,,) est décroissante.
2. En déduire que Yn = 0: v, = u,

3. En déduire que les suites (Uy)nso €t (Vy)nso SOnt convergentes et ont la méme

limite.
Exercices d’application :

: o 1 1
1) Montrer que les suites (Up,)ps0 € (Vp)nso définies par : u, = —— etvy = —— sont

adjacentes.

2) Montrer que les suites (U)o €t (V)55 définies par :
n
1 1
U, =Z— et v, =un+a

sont adjacentes. (Limite commune notée e définissant la fonction exponentielle)
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