Probabilités

Niveau : 2°" Bac Sciences mathématiques.

Prérequis :

Analyse combinatoire. Voir Cours 1¢¢ Sc.Maths
Activité :

On lance une piece de monnaie bien équilibrée, et on s'intéresse a la face

supérieure de la piece qui apparait.
1) Quel est 'ensemble Q de tous les résultats possibles de cette épreuve ?

2) Peut-on preévoir le résultat ? Comment peut-on nommer une telle

épreuve ?

3) On reépete l'expérience n fois (n > 4000), et on étudie la fréquence

d’apparition de la face « Pile », c'est-a-dire le nombre :
fn = nombre de fois ou la face « Pile » apparaisse

Quand le nombre de lancer augmente le nombre f, se stabilise autour d'un

nombre limite, compris entre O et 1 :

_ 1
lim f, = 5

n—-+oo

Le nombre % est appelé la probabilité d’apparition de « Pile » dans un seul

lancer de la piece bien équilibreée.
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I. Notion de probabilité :

1.Introduction :

La théorie des probabilités consiste a mathématiser le hasard, c'est a
dire les phénomenes aléatoires et donner un sens précis aux phrases
du type :

"A pile ou face, j'ai une chance sur deux d'obtenir pile."
Expérience (ou épreuve) aléatoire : Expérience dont il est impossible
de prévoir le résultat.

Exemples :

e Lancer une piece de monnaie: On ne peut prévoir si la piece va
tomber sur pile ou sur face.

e Lancer un dé cubique: On ne peut prévoir si le dé va se stabiliser
sur la face 1, 2, 3, 4, 5 ou 6.

e Tirages de p boules d’un sac qui contient n boules coloreées

2. Vocabulaire :

> L’ensemble de tous les résultats possibles associé a une épreuve
aléatoire est appelé 'univers des éventualités (ou issue) et noté par
.Dans toute la suite 2 est fini.

> Les parties de 2 se nomment des evénements. P(2)est leur ensemble.

> Si w est une éventualité, la partie {w} de 2 se nomme événement
élémentaire

> N est 'événement certain et @ est 'événement impossible.

Soient AetB deux événements.

> AetB sont incompatibles signifie: AnB =0

> Le complémentaire de Adansfest noté A et appelé I'événement
contraire de A

> L’événement A est réalisé signifie qu’une éventualité de A est apparue
comme resultat de ’épreuve

On dira qu’un événement s’est réalisé si le résultat de 'expérience

fait partie de I'événement.
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Exemples et rappels :

e Lancer une piece de monnaie une seule fois :

N ={P;F};P = pile; F = face
e Lancer une piece de monnaie n fois :

Q={P;F}". CardQ =2";n > 2
e Lancer un dé cubique :
N ={1;2;3;4;5;6}

e Lancer un dé cubique n fois :

N =1{1;2;3;4;5;6}". Card = 6™
e Tirages de p boules d’un sac qui contient n boules :

Nombre de tirages :
- Tirage avec remise : card() = n?

- Tirage sans remise : cardf = AP ;

n!
Al=nn—-1)..(n-p+1)=——;(1<p<n)
- Tirage simultané : card2 = c?
AP n!
CP=—"=——"_:(1<p<
! p!(n—p)!( p=mn)

N.B:
I Tirage exhaustif d’un individu : Tirage sans remise : l'individu n’est

pas remis dans la population apres avoir étée préleve.
[ Tirage non exhaustif d’'un individu : Tirage avec remise. Un
individu peut étre choisi plusieurs fois.

II. Espace probabilisé fini :

1.Définition :

Soit 2 = {wy; w,;...; w,} 'univers des éventualités d’'une expérience

aléatoire.
Toute application p définie sur P(2) a valeurs dans [0 ;1] vérifiant :
v p(2) =1

v' Pour tous événements AetB incompatibles on a :
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p(AU B) =p(A) +p(B)
est appelée une probabilité sur 0.
Le couple (2;p) est appelé un espace probabilisé fini.

2.Propriétés :

Soit (2;p) un espace probabilisé fini tel que 2 = {w; w,;...; w,}.Alors

+ la somme des probabilités des évéenements élémentaires est 1

Zn:p({wi}) =1

c.a.d.

+ Si Acalors:

p(4) = Y p({w)

wWEA
+ p(@) =0
+ Pour tous événements AetB de Qon a:
» AcB=p(A) <p(B)
" p(A)=1-pA)
= p(AUB) =p(4) +p(B) —p(ANB)

Démonstrations :

i=1
+ Comme 2 = U™ {w;} et Vi # j: {w;} n {w;} = 8 alors 3 p({w}) = p(2) = 1
+p(@)=1-p(@)=1-1=0

+AcB=>B=AU(B-A) etAn(B—A)=0doup(B) =p(A)+p(B—-A4)
etp(B—A4)=0...

+p(A) =1 —p(A) découle du fait que : AUA =NetANA=0
+AUB=AU(B-A) etAn(B—A)=0donc:

pP(AUB) =p(A) +p(B —4) ;
orB=(ANB)UB-Aet(AnNnB)Nn(B—A) =0

...d’ou le résultat.
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II1. Probabilité uniforme :

Propriété et définition :

Lorsque tous les événements eélémentaires d’un univers ont la méme
probabilité, on dit qu’il y a équiprobabilité. Dans ce cas, si I'univers Q est

composeé de n éventualités w;,1 <i<nona:
* p({w;}) =

% Et pour tout événement A :

1
cardf

cardA Nombre de cas favorables
card?  Nombre de cas possibles

p(4) =

Cette probabilité est appelée une probabilité uniforme .

Remarques :

- Les expressions suivantes « dé parfait ou equilibré », « boules
indiscernables » ... indiquent que pour les expériences réalisées, le
modele associé est I’équiprobabilité.

- Le dé (ou piece de monnaie) est non truqué(e) : chacune des faces a la
meéeme chance d’étre obtenue. Il s’agit d’'une situation
d’équiprobabilité. Dans ce cas, il est donc aisé de definir la loi de
probabilité :

Exemples :

Pour le dé non truqué (ou bien équilibré):
1
Vw € {1;2;3;4;5;6}: p({w)) = 3

Pour la piece de monnaie non truquée :

p({F}) = p({P}) =5 oli: P = pile et F = face

Exercice d’application :

On consideére une urne contenant 4 boules rouges et une boule jaune.
Ces boules sont indiscernables au toucher.

On tire au hasard une boule de I'urne, on note sa couleur, on la remet
dans ’'urne, puis on tire une seconde boule de I'urne.

Quelle est la probabilité pour que la seconde boule soit rouge.
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VI. Indépendance - Probabilité conditionnelle :

1.Définition :
Soient A et B deux événements tels que p(4)p(B) # 0.
On appelle « probabilité conditionnelle de A par rapport a B » ou «

probabilité de A sachant B » le réel, noté pz(A) (parfois noté

p(4/g)défini par :
_p(ANB)
pp(4) = o)

2.Probabilité d’une intersection :

a.Fvénements indépendants :

Définition :
Soit A et B deux événements de probabilités non nulles. A et B

sont dits indépendants s’ils vérifient I'une des trois conditions
équivalentes suivantes :

1) pp(4) = p(4)

2) pa(B) =p(B)

3) p(AnB) =p(A)p(B)

b.Formule des probabilités composées

Propriété :

Soit A et B deux événements tels que p(4A)p(B) # 0. On a:
p(A N B) = pp(A)p(B)
p(ANB) =p(A)pa(B)
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c. Utilisation des arbres pondérés dans le cadre des probabilités

conditionnelles

[Mlustration par un arbre pondéré a 2 niveaux d’'une succession de

deux épreuves :

B . p(AnB) —p[ﬂ})(p{ﬂfﬂ}

1
P
A {“xx
T
-\.I ﬂé}x‘“ e
BT e =)
. B\ p(AnB)=p(A J
. B ) =pd) xp(B)
ONN - ?@f
)
B

\\:\L
Jb(dj/ﬁxnxx ) o ] )
e T p(AnB) =p(A) xp(B/;)

Exercice d’application :

Une urne contient 5 boules rouges et 3 boules vertes.
On tire au hasard et sans remise deux boules.

Quelle est la probabilité de tirer deux boules rouges ?
[lustrer votre réponse en utilisant un arbre pondéré.

c.Formule des probabilités totales

Propriété :

Soit A4, 4,,...,A,des événements réalisant une partition de I'univers

0.

Pour tout événement Bon a :
n
B = U(B nA)
i=1

p(B) = ) p(BNA) = ) p(4)pa(B)
i=1 i=1
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Exercice d’application :

Une urne U, contient 1 boule rouge et 5 boules vertes, une urne U,
contient 3 boules rouges et une boule verte, une urne U; contient 1
boule rouge et 2 boules vertes.

On choisit I'une des urnes au hasard et on tire une boule de cette
urne.

Quelle est la probabilité de tirer une boule rouge ?

V. Variables aléatoires :

1.Définition :

Soit 2 = {wy; w,;...; w,}I’ensemble des résultats d’'une expérience
aléatoire.

On appelle variable aléatoire toute fonction X de 2 dans R qui, a tout
élément de 0, fait correspondre un nombre reel x .

e L’événement de 2, noté (X = x), est ’ensemble des éléments de 2
qui ont pour image x par X.

eX (), 'ensemble image de 2 par X est ’ensemble de toutes les

images des éléments de 2 par X.

2.1Loi de probabilité d’une variable aléatoire :

Définition :

Posons X(2) = {xy; x5;...; x,,}
La loi de probabilité de X est la fonction numérique définie sur
X(2) = {xy;xy;...;x,}, qui a chaque valeur x; fait correspondre le

nombre p; = p(X = x;)
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3.Parametres d’'une variable aléatoire

Définitions et propriété :

Soit 2 un ensemble sur lequel a été définie une loi de probabilité
définie sur X(2) = {xy;x5;...; x,}
On note p; la probabilité de I'événement (X = x;).

- I’espérance mathématique de la loi de probabilité est le nombre

E(X) défini par :
E(X) = Zpixi
i=1

- La variance de la loi de probabilité est le nombre V défini par :

Ve =) pi(x - E()
i=1

Eton a:
V(X) = EX?) — (E(X))" .Avec E(X?) = ¥, pix;?

-L 'écart type de la loi de probabilité est le nombre ¢ défini par :

o =,V(X)

4.Fonction de répartition :

Définition :

Soi X une variable aléatoire discrete qui prend les valeurs
X1; X2; ...; xp.La fonction de réparition de X est définie par :

F: R - [0;1]
x PppX <x)

Exercice d’application :

On lance un dé a six faces numérotées de 1 a 6 et on s’intéresse au
numero de sa face supérieure.

On perd 2 dhs si on obtient 1 ou 2, on gagne 0,5 dhs si on obtient 3
et enfin on gagne 1dh si on obtient 4,5 ou 6. On appelle X la

variable aléatoire qui donne le gain associé a un tirage.
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1- Donner la loi de probabilité de X.

2- Calculer l'espérance mathématique de X et interpréter le
résultat.

(E(X)est négative, on peut penser que lors d'un grand nombre de
parties le joueur sera perdant.)

3-Calculer la variance et 1'écart type de la loi de X

4- Définir la fonction de répartition de X et représenter la

graphiquement.

VI. Loi Binomiale :

Définition et propriétés :

On consideére une « épreuve de Bernoulli » ayant deux éventualites :
1'éventualité S avec la probabilité p = p(S) probabilité d’'un succes et
I'éventualité S avec la probabilité p(S) = 1 — p(S).
On répete cette épreuve n fois, de maniere indépendante (schéma
de Bernoulli) et on note X la variable aléatoire égale au nombre de
succes obtenus sur les n répétitions, la loi de probabilité de X est
donnée par :

> Les valeurs de X sont:0;1;2;...;n

» Pour tout k € {0;1;2;...;n}ona:

p(X = k) = Ci[p(]*[1 — p(H]"*

On dit que X est une loi binomiale de parametres netp et on a:
E(X) =np et V(X) =np(1—p)

Cette loi est parfois notée B(n;p)

Exemples :

Lancer une piece de monnaie n fois ; n > 2

Lancer un dé n fois ; n > 2 et s’occuper de la réalistion ou non d’'un
événement précis.

Tirage avec remise et s’occuper de ’'apparition d’'une couleur par

exemple.
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