Structures algébriques

Partie Il : Espaces vectoriels réels

1. Définition et régles de calculs
1. Définition :
Un espace vectoriel réel est un ensemble E muni d’une loi de composition interne
notée « + » et d’une loi de composition externe notée c.a.d. une application de R X E
dans £ notée :
RXE->E
(Au)- Adu
vérifiant les propriétés suivantes :
. (E ,+) est un groupe commutatif
. et pour tout (u, v) de E* et tout (a, ) de R*on a:
(a+p).u=(a.u)+ (f.u)
(af).u=a.(f.u)
a.(u+v)= au+ a.v
lLu=u
On le note (E, +, )
Espaces vectoriels réels de référence
v (R +,)
v (G +,)
v (F(R,R),+,.) . ensemble des fonctions définies de R vers R
v' (P, +,.) : ensemble des fonctions polynémes définies sur R et a coefficients réels.
v (Mz(R), +,) ; (M3(R), +,-)
La multiplication externe étant définie dans My (R) par :
¢ - 2
v (R, +,);n€Netn>2
La multiplication externe étant définie dansR™ par :

A (aq,ay, ...,a,) = (Aaq, Aa,, ..., Aay,)
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2. Propriétés :
Soit (E, +, *) un espace vectoriel sur R. et pour tout (u, v) de E? et tout (a, B) de
R ona:
.0.u=0geta.0f =0g
(a=pB)u=(au)—(B.u)
a.(u—v)=au— a.v

~(auw)=(—a)u= a.(—u)

II. Combinaisons linéaires — Famille génératrice

1.Définition :
Soit u, u;, uz,..., u, des vecteurs d’un espace vectoriel réel (E, +, ).
Dire que u est une combinaison linéaire des vecteurs u;, uo, ..., u, signifie que :

3(/11,/12,...,/1‘”) € Rn:u == /11u1 + /12u2+...+lnun

Exercice d’application :
Montrer que dans ’espace vectoriel (R?, +,) le vecteur w = (1; —1) est une

combinaison linéaire de u = (0; 1) et v = (2;1)

2. Famille génératrice d’un espace vectoriel
Définition :
La famille B = (u; ,u,, ..., U,) est une famille génératrice de 1’espace
vectoriel (E, +, -) signifie que :
Vu € E;3(A4,15,...,4,) € R u = L uy + Lu,+...+u,
On dit aussi que la famille B = (u4 ,u,, ..., u,) engendre 1’espace vectoriel

(E,+ )

Exemple :
On considere dans Py ; fet g telles que :f(x) =x+1etg(x) = 1—x
Montrer que la famille (f , g) engendre P;
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II1. Dépendance et indépendance linéaire

1. Définitions :
Soit B = (uq,uUy, ..., Uy )est une famille de vecteurs d 'un espace vectoriel (E,+, ).
. B est une famille libre de (E, +, -) signifie :
V(A, 42,00, A) E Rm A juy + Aup+...+Au, =024 =4, =..=1, =0
Et on dit que les vecteurs u;, u,, ..., u, sont linéairement indépendants.
. B est une famille liée de (E, +, -) signifie :
A(A1, 45,0, 4,) ER® —{(0;0;...;0)}: Lyuy + Auy+... +4,u, = 0

c.a.d. l'un de ses éléments est combinaison linéaire des autres.

Et on dit que les vecteurs u;, u,, ..., u, sont linéairement dépendants.

Exercice d’application
On considere dans M, (R) les matrices :
(1 0\ ., _(2 -1\, _(-5 2
]_(1 —1)’K_(0 1)’L‘(1 —3)
1- Calculer | — L

2- Montrer que (J, K, L)est une famille liée
3- Montrer que (J,K) est une famille libre.

2. Propriétés :
. Si I'une des sous-familles d'une famille est liée (en particulier si deux de ses
vecteurs sont colinéaires ou si I'un d'entre eux est nul), alors cette famille est liée.

. Autrement dit, si une famille est libre, alors toutes ses sous-familles sont libres.

1V. Sous espace vectoriel
1. Définition :

Un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel (E,+, *), est une partie non vide F),

verifiant :

. F est stable par combinaisons linéaires

. (F,+, *) est un espace vectoriel
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Exemples :
. (R, +,-) est un sous espace vectoriel réel de(C, +,7)

. (P, +, .) est un sous espace vectoriel réel de (F(R,R),+, .)
2. Propriétés caractéristiques :

Enoncé I :
Une partie I d'un espace vectoriel (E,+, ) est sous-espace vectoriel de E
signifie :
. F est non vide
V(a,f) ER?,V(u,v) EF?:au+BvEF
Enoncé 2 :
Une partie F d'un espace vectoriel E est sous-espace vectoriel de E signifie :
. F est non vide
LYwv)EF?2:u+veEF
NaeR VueF.aueF

Exercices d’application

. Montrer que I’ensemble F = {(x,y)/x + y = 1} n’est pas un sous espace vectoriel

de(R?, +,°)

. Montrer que I’ensemble F = {M(a, b) = (b —a a )/(a, b) € Rz} est un sous

2b  a+b
espace vectoriel de(M,(R), +,)
V. Bases d’un espace vectoriel :
1. Définition :
Soit B = (eq, ey, ..., ey) une famille de vecteurs d’'un espace vectoriel (E,+, *)
réel.

B est une base de (E, +, -) signifie que :
Vu € E; 3! (x4, x5,...,%X,) € RM:u = xquq + XUy +... +x5uU,
(x4, X5, ..., Xy) est le n-uplet des coordonnées de u dans la base B ,et on

éecrit :U(xXq,%X2,...,Xn)p

Structures algébriques :111. Espaces vectoriels réels- Bac Sc. Maths - Prof :OUBIJI



Exemple de bases canoniques d’espaces vectoriels réels

.(R%,+,):B = (e, e;); e, =(1;0)ete, = (0;1)

. (My(R),+,") : B = (Eq, E;, E3, Ey) avec :

B=(p 0)iB=(o 0)B=(1 o):E=( 1)
.(R,+,):B=(e)avec:e =1
.(C,+,)):B=(eq,ey)avece; =1lete, =i

.(B,+.,) :B = (ey ey, ey .., e,) avec:

VX ER:eg(x) =1, e;(x) = x ,e,(x) = x2,...,e5(x) = x™

(R +,);ne€Netn>2:

B = (e, ez,...,ey) avec e; = (X1,X,...,Xxp) et x; = 1, x; = 0 pour tout j # i
2. Propriété :
Soit B une famille de vecteurs d’un espace vectoriel (E,+, -) réel. On a :

B est une base de E si et seulement si B est une famille génératrice et libre de E

Exercices d’application

Exercice 1 :
On considére I’ensemble E={(x,v,z) € R3/2x = z — y}
1) Montrer que E est espace vectoriel réel

2) Déterminer une base B de E.

Exercice 2 :

Montrer que les ensembles suivants ne sont pas des espaces vectoriels réels :

1. F={(x,y) e R?/2(x — 1) = y}

2 H={(** %)/xeRr}

—X

3. 6={x€Z/1<E(x?) <3}
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3. Dimension d’un espace vectoriel réel

Théoréme de la dimension finie (admis) et définition
Si un espace vectoriel (E,+, -) admet une base finie de cardinal n € N* alors
toutes les bases de E ont le méme nombre n d’éléments.

Ce nombre s’appelle la dimension de (E, +, -)et est noté :dimg E =n

Exemples de référence :
cdimgR=1
. dimrC=2
dimg R =n
. dimgP,=n+1
. dimg M, (R) =4
.dimgM; (R) =9
4. Théoréme :
o SiB = (eq,e,) est une base d’un espace vectoriel réel (E,+, *) de dimension 2 et
si B'=(e'y, e',) est une famille de de 2 vecteurs de E alors :
B’'=(e',e',) est une base de (E,+, ) © B’ est une famille libre de (E, +, *)
& B’ est une famille génératrice de (E,+, *)
S detgB' #0
e Deméme si B = (eq, ey, e3) est une base d’un espace vectoriel réel (E,+, *) de
dimension 3 et si B'=(e'y,e’,, e3) est une famille de de3 vecteurs de E alors :
B’'=(e'y, €', e3) est une base de (E,+, -)& B’ est une famille libre de (E, +, *)
& B’ est une famille génératrice de (E,+, -)
o detgB' #0
Exercices d’application
1) Montrer que la famille (1-i,1+i) est une base de (C, +,)
2) Onposeu; = (1;—=1;0) ; u, = (0;1;,=2) etu; = (3;2; 1)
Montrer que (uy ,u, ,us ) est une base de I’espace vectoriel (R3,+,")
3) On pose :
VXER: f(x) =x?+x,g9(x)=-2x>+x—1eth(x) =x*+2x+3

Montrer que (f, g, h) est une base de [’espace vectoriel (P,,+,)
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