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ROTATIONS DU PLAN 

Niveau : 1ère Sciences mathématiques 

 

On se situe dans un plan orienté 

Activités 

1) Construire dans le plan trois points distincts Ω , M et N tels que : 

 ቀΩ𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ , Ω𝑀ᇱሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗തതതതതതതതതതതത
ቁ ≡

𝜋

5
  [𝑚𝑜𝑑 2𝜋]  , ΩM = 4 et ΩN = 5 

2) Construire les points 𝑀ᇱ𝑒𝑡 𝑁ᇱ sachant que : 

൝
ቀΩ𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ , Ω𝑀ᇱሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗തതതതതതതതതതതത

ቁ ≡
𝜋

3
  [2𝜋]

ΩM = ΩM′
  

𝑒𝑡. 

൝
ቀΩ𝑁ሬሬሬሬሬሬ⃗ , Ω𝑁ᇱሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗തതതതതതതതതതത

ቁ ≡
𝜋

3
  [2𝜋]

ΩN = ΩN′
 

3) Montrer que : 

𝑀𝑁 = 𝑀′𝑁′  

Et que : 

ቀΩ𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ , ΩNሬሬሬሬሬሬ⃗തതതതതതതതതത
ቁ ≡ ቀΩ𝑀′ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ , ΩN′ሬሬሬሬሬሬሬ⃗തതതതതതതതതതതത

ቁ  [𝑚𝑜𝑑 2𝜋] 

4) Déterminer des mesures pour les angles orientés : 

ቀΩ𝑀′ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ , ΩMሬሬሬሬሬሬ⃗෣
ቁ ; ቀMNሬሬሬሬሬሬ⃗ , M′N′ሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗෣

ቁ 
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I. Définition d’une rotation dans un plan 

1.Définitions 

 Une rotation de centre Ω et d'angle 𝛼 est une transformation r laissant le 

point Ω invariant et associe à tout point 𝑀 du plan (𝑃) différent de Ω le point 

𝑀′ défini par : 

𝑟(𝑀) = 𝑀ᇱ  ⟺ ቊ
ቀΩ𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ , Ω𝑀ᇱሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗തതതതതതതതതതതതቁ ≡ 𝛼  [𝑚𝑜𝑑 2𝜋]

ΩM = ΩM′
 

             On note : 𝑟 = 𝑟(Ω, 𝛼). 

 La rotation 𝑟 = 𝑟(Ω, −𝛼) est appelée la rotation réciproque de la rotation 

𝑟 = 𝑟(Ω, 𝛼) et est notée 𝑟ିଵ = 𝑟 = 𝑟(Ω, −𝛼) 

  

Remarque : 

On a :  𝑟(Ω, −𝛼) 𝜊 𝑟(Ω, 𝛼) = 𝑟(Ω, 𝛼) 𝜊 𝑟(Ω, −𝛼) = 𝑖𝑑(௉) 

2. Propriété fondamentale d’une rotation : 

Pour tous points distincts 𝐴, 𝐵 d'images respectives 𝐴ᇱ, 𝐵ᇱ par une rotation 

d’angle 𝛼, on a :  

ቀABሬሬሬሬሬ⃗ , A′B′ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗തതതതതതതതതത
ቁ ≡ 𝛼  [𝑚𝑜𝑑 2𝜋] 
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Exercice d’application : 

Construire un triangle équilatéral 𝐴𝐵𝐶 direct. On considère la rotation 𝑟 de centre 

𝐴 et de mesure d’angle గ
ଷ

. 

1) Quelle est l’image du point 𝐵 par la rotation 𝑟 ? 

2) Déterminer l’image du triangle 𝐴𝐵𝐶 par la rotation 𝑟 et construire cette image. 

 

II. Propriétés des rotations 

Une rotation dans le plan conserve : 

1. la mesure des angles orientés : c.à.d. pour tout trois points distincts 𝐴, 𝐵, 𝐶 

d'images respectives 𝐴ᇱ, 𝐵ᇱ, 𝐶′ par la rotation 𝑟 = 𝑟(Ω, 𝛼) on a : 

ቀABሬሬሬሬሬ⃗ , ACሬሬሬሬሬ⃗തതതതതതതതത
ቁ ≡ ቀA′B′ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ , A′C′ሬሬሬሬሬሬሬ⃗തതതതതതതതതതതത

ቁ  [𝑚𝑜𝑑 2𝜋] 

2. la distance : c.à.d. pour tous points distincts 𝐴, 𝐵 d'images respectives 𝐴ᇱ, 𝐵ᇱ par 

la rotation 𝑟 = 𝑟(Ω, 𝛼) on a :𝐴𝐵 = 𝐴′𝐵′ 

3.le coefficient d’alignement de 3 points : c.à.d. pour tout trois points alignés 

𝐴, 𝐵, 𝐶 d'images respectives 𝐴ᇱ, 𝐵ᇱ, 𝐶′ par la rotation 𝑟 = 𝑟(Ω, 𝛼) on a : 

Les points 𝐴ᇱ, 𝐵ᇱ, 𝐶′  sont alignés et si : ABሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑘 ACሬሬሬሬሬ⃗  alors A′B′ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗ = 𝑘 A′C′ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ . (𝑘 ∈ ℝ ) 

4.le barycentre : c.à.d. pour tout trois points distincts 𝐴, 𝐵, 𝐺 d'images respectives 

𝐴ᇱ, 𝐵ᇱ, 𝐺′ par la rotation 𝑟 = 𝑟(Ω, 𝛼) on a : 

Si 𝐺 = 𝑏𝑎𝑟{(𝐴, 𝑎), (𝐵, 𝑏)} alors 𝐺′ = 𝑏𝑎𝑟{(𝐴ᇱ, 𝑎), (𝐵′, 𝑏)} 

En particulier une rotation dans le plan conserve Le parallélisme, et conserve 

l'orthogonalité. 
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III. Image par une rotation d’un segment, d’une droite et d’un cercle : 

Propriétés : 

Soient deux points 𝐴, 𝐵 d'images respectives 𝐴ᇱ, 𝐵ᇱ par une rotation 𝑟 = 𝑟(Ω, 𝛼) et 

𝑅 un nombre réel strictement positif. 

 L’image d’un segment [𝐴𝐵] par la rotation 𝑟 est le segment [𝐴′𝐵′]  

 L’image d’une droite (𝐴𝐵) par la rotation 𝑟 est droite (𝐴′𝐵′) 

 L’image d’un cercle de centre 𝐴 et de rayon 𝑅 par la rotation 𝑟 est le cercle de 

centre 𝐴′ et de rayon 𝑅 . 

Exercice d’application : 

Soient ABCD un carré direct de centre 𝑂 : ቀABሬሬሬሬሬ⃗ , ADሬሬሬሬሬ⃗തതതതതതതതത
ቁ ≡

గ

ଶ
  [2𝜋] ; et les points 

𝐼 , 𝐽 , 𝐾 𝑒𝑡 𝐿 les milieux respectifs des segments [𝐴𝐵] , [𝐵𝐶] , [𝐶𝐷] 𝑒𝑡 [𝐷𝐴]. 

On considère la rotation 𝑟 de centre 𝑂 et d’angle గ
ଶ

. 

1) Déterminer par la rotation 𝑟 les images de points 𝐴 𝑒𝑡 𝐵, en déduire l’image du 
point 𝐼. 

2) Déterminer par la rotation 𝑟 l’image du points 𝐶, en déduire l’image de 𝐽. 

3) Déterminer par la rotation 𝑟 l’image du points 𝐷, en déduire l’image de 𝐾. 

4) Montrer que 𝐼𝐽𝐾𝐿 est un carré. 

VI. Décomposion d’une translation : 

Activité 1 : 

On considère 2 droites parallèles (∆ଵ) et (∆ଶ) 

1. Montrer que 𝑆(∆మ)𝜊𝑆(∆భ) est la translation de vecteur 2𝑢ሬ⃗   

Où  𝑢ሬ⃗ = 𝐴𝐴′ሬሬሬሬሬሬ⃗ , 𝐴 ∈ (∆ଵ) et 𝐴′ ∈ (∆ଶ) et (𝐴𝐴ᇱ) ⊥ (∆ଵ), (𝐴𝐴ᇱ) ⊥ (∆ଶ) 
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2. Réciproquement soit (Δ) une droite de vecteur directeur orthogonal à un 

vecteur 𝑢ሬ⃗  non nul. 

Dessiner la droite (Δ′) image de (Δ) par la translation 𝑡భ

మ
௨ሬሬ⃗

 de vecteur  ଵ
ଶ

𝑢ሬ⃗  et 

montrer que: 𝑡 ௨ሬሬ⃗ = 𝑆(୼ᇲ) 𝜊 𝑆(୼) 

Propriétés : 

 La composée de 2 symétries axiales d’axes parallèles est une translation. 

 Toute translation se décompose en 2 symétries axiales d’axes parallèles 

Exercice d’application : 

ABCD est un carré direct de centre O et I le milieu du segment [𝐴𝐵].  

1. Déterminer la nature de la transformation du plan suivante : 

𝑓 = 𝑆(ைூ) 𝜊 𝑆(஺஽) 

2. Décomposer la translation de vecteur 𝐴𝐵ሬሬሬሬሬ⃗  en 2 symétries axiales d’axes 

parallèles 

V. Décomposition d’une rotation  

Activité : 

Soient dans le plan (𝑃),  (Δ) 𝑒𝑡 (Δᇱ) deux droites sécantes en un point O.  

Pour tout point 𝑀 du plan (𝑃) , on considère les points: 

𝑀ଵ = 𝑆(୼)(𝑀) 𝑒𝑡 𝑀′ = 𝑆(୼ᇲ)(𝑀ଵ) 

On suppose que : 𝑀 ∉ (Δ) 𝑒𝑡 𝑀ଵ ∉ (Δ′) et l’on considère les 2 points  𝐼 𝑒𝑡 𝐽 milieu 

respectifs des segments [𝑀𝑀ଵ] et [𝑀ଵ𝑀′]. 

1.a Faire une figure et montrer que 𝑂𝑀ᇱ = 𝑂𝑀 
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  b. Montrer que ቀO𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ , O𝑀ᇱሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗തതതതതതതതതതത
ቁ ≡ 2 ቀO𝐼ሬሬሬሬ⃗ , O𝐽ሬሬሬሬ⃗തതതതതതതത

ቁ  [ 2𝜋], en déduire que la mesure de 

l’angle ቀ𝑂𝑀ሬሬሬሬሬሬ⃗ , 𝑂𝑁ሬሬሬሬሬሬ⃗෣
ቁ est constante. 

   c. Déterminer 𝑆(୼ᇲ)𝜊𝑆(୼)(𝑂), en déduire la nature de l’application 𝑆(୼ᇲ)𝜊𝑆(୼) 

4) Réciproquement, on considère 2 points distincts 𝑂ଵ  𝑒𝑡 𝑂ଶ la droite 

 (Δଶ) = (𝑂ଵ𝑂ଶ) et la rotation 𝑟 de centre 𝑂ଵ et d’angle 𝛼. 

Construire un point 𝐴 tel que: ቀ𝑂ଵ𝐴ሬሬሬሬሬሬሬ⃗ , 𝑂ଵ𝑂ଶ
ሬሬሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗തതതതതതതതതതതതത

ቁ ≡
ఈ

ଶ
  [ 2𝜋] et on pose (Δଵ) = (𝑂ଵ𝐴). 

Montrer que 𝑟 = 𝑆(୼మ)𝜊𝑆(୼భ) 

Propriété : 

 La composée 𝑆(୼మ)𝜊𝑆(୼భ) de 2 symétries axiales d’axes (Δଵ) et (Δଶ) sécants en un 

point 𝐼 est la rotation de centre 𝐼 et d’angle 2൫uଵሬሬሬሬ⃗ , uଶሬሬሬሬ⃗തതതതതതത൯, ou uଵሬሬሬሬ⃗  𝑒𝑡 uଶሬሬሬሬ⃗  sont 2 vecteurs 

directeurs respectivement de  (Δଵ) et (Δଶ) 

 Toute rotation  𝑟 de centre un point Ω  se décompose en 2 symétries axiales d’axes 

(Δଵ) et (Δଶ)secants en Ω tels que: 

𝑟 = 𝑆(୼మ)𝜊𝑆(୼భ) avec (Δଵ) est une droite qui passe par Ω et (Δଶ) son image par la 

rotation 𝑟 ቀΩ,
ఈ

ଶ
ቁ. 

Exercice d’application : 

ABCD est un carré de centre O tel que ቀABሬሬሬሬሬ⃗ , ADሬሬሬሬሬ⃗തതതതതതതതത
ቁ ≡ −

గ

ଶ
  [ 2𝜋]  

1) Déterminer la nature des transformations : 

𝑓 = 𝑆(஻஽)𝜊𝑆(஺஼)  𝑒𝑡   𝑔 = 𝑆(஺஻)𝜊𝑆(஺஼) 

2) Décomposer la rotation 𝑟 ቀ𝑂,
గ

ଶ
ቁ en composée de 2 symétries axiales. 
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VI. Composée de 2 rotations dans le plan 

Activité 1 : 

On considère 2 rotations de même centre Ω et d’angles respectifs 𝜃ଵ 𝑒𝑡 𝜃ଶ. 

On pose : 𝑟ଵ = 𝑟(Ω, 𝜃ଵ)𝑒𝑡 𝑟ଶ = 𝑟(Ω, 𝜃ଶ) 

1. Vérifier que : 𝑟ଵ𝜊𝑟ଶ(Ω) = Ω 

2. Montrer que pour tout point 𝑀 du plan distinct de Ω, tel que: 

𝑟ଵ(𝑀) = 𝑀ଵ 𝑒𝑡 𝑟ଶ(𝑀ଵ) = 𝑀′  

on a : 

ΩMᇱ = Ω𝑀 𝑒𝑡 ቀΩMሬሬሬሬሬሬ⃗ , ΩM′ሬሬሬሬሬሬሬሬ⃗തതതതതതതതതതത
ቁ ≡ 𝜃ଵ + 𝜃ଶ  [ 2𝜋] 

En déduire la nature de 𝑟ଵ𝜊𝑟ଶ et que 𝑟ଵ𝜊𝑟ଶ = 𝑟ଶ𝜊𝑟ଵ 

 

Activité 2 : 

On considère 2 rotations  : 𝑟ଵ = 𝑟(Ωଵ, 𝜃ଵ)𝑒𝑡 𝑟ଶ = 𝑟(Ωଶ, 𝜃ଶ) telles que Ωଵ ≠ Ωଶ 

Soit (∆) est la droite (ΩଵΩଶ) 

1. Déterminer les droites (∆ଵ) et (∆ଶ) sachant que: 

𝑟ଵ = 𝑆(∆)𝜊𝑆(୼భ) et 𝑟ଶ = 𝑆(∆మ)𝜊𝑆(∆) 

2. Montrer que 𝑆(∆)𝜊𝑆(∆) = 𝑖𝑑(௉) 

3. En déduire que la nature de 𝑟ଶ𝜊𝑟ଵ suivant les valeurs de 𝜃ଵ + 𝜃ଶ 
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Propriétés : 

 La composée de 2 rotations 𝑟ଵ = 𝑟(Ω, 𝜃ଵ)𝑒𝑡 𝑟ଶ = 𝑟(Ω, 𝜃ଶ) de même centre Ω 

est la rotation de centre Ω et d’angle 𝜃ଵ + 𝜃ଶ 

 La composée de 2 rotations 𝑟ଵ = 𝑟(Ωଵ, 𝜃ଵ)𝑒𝑡 𝑟ଶ = 𝑟(Ωଶ, 𝜃ଶ) de centres 

différents est : 

 une rotation d’angle 𝜃ଵ + 𝜃ଶ si et seulement si 𝜃ଵ + 𝜃ଶ ≠ 2𝑘𝜋 pour 

tout 𝑘 ∈ ℤ 

 une translation si et seulement si il existe 𝑘 ∈ ℤ tel que: 𝜃ଵ + 𝜃ଶ = 2𝑘𝜋   

Exercices d’application : 

Exercice 1 : 

Construire un triangle équilatéral 𝐴𝐵𝐶 direct de centre de gravité 𝑂 et préciser 

la nature et les éléments caractéristiques de chacune des transformations du 

plan suivantes : 

1. 𝑓 = 𝑟 ቀ𝑂,
గ

ଷ
ቁ  𝜊 𝑟 ቀ𝑂,

ଶగ

ଷ
ቁ        2. 𝑔 = 𝑟 ቀ𝑂,

గ

ଷ
ቁ  𝜊 𝑟 ቀ𝑂, −

గ

ଷ
ቁ 

3. ℎ = 𝑟 ቀ𝑂,
గ

ଷ
ቁ  𝜊 𝑟 ቀ𝑂,

గ

ଷ
ቁ          4. 𝑙 = 𝑟 ቀ𝑂,

గ

ଷ
ቁ  𝜊 𝑟 ቀ𝑂, −

గ

଺
ቁ 

Exercice 2 : 

Construire un carré direct 𝐴𝐵𝐶𝐷 de centre de gravité 𝑂 et préciser la nature et 

les éléments caractéristiques de chacune des transformations du plan 

suivantes : 

1. 𝑓 = 𝑟(𝐷, 𝜋) 𝜊 𝑟(𝐴, 𝜋) 

2. 𝑔 = 𝑟(𝐷, 𝜋) 𝜊 𝑟 ቀ𝐴,
గ

ଶ
ቁ 

3. ℎ = 𝑟 ቀ𝐶,
గ

ଶ
ቁ  𝜊 𝑟(𝐷, 𝜋) 𝜊 𝑟 ቀ𝐴,

గ

ଶ
ቁ 


