SUITES ARITHMETIQUES ET GEOMETRIQUES

SUITES ARITHMETIQUES

SUITES GEOMETRIQUES

Définition par récurrence :

U():a
Un+1:Un+r

r = constante réelle
= « raison »

Définition par récurrence :

Uo:a
Un+1:Unxq

q = constante réelle
q = « raison »

Définition fonctionnelle :

Définition fonctionnelle :

U,=Up + rxn U,=Uyxq"
Exemple : Exemple
UO =.2 on =-2
est équivalenta: U,=-2-5n est éauivalent & - U. = -2 x | 1 "
Un1 =Ua—5 { q - 3
U
U11+1 - _n
L 3

Série : Somme de termes consécutifs

Sn:U0+U1+...+Un

Série : Somme de termes consécutifs

Sn:U0+U1+...+Un

U, + U
2 - q
Généralisation : Généralisation :
U,=U, +rx(n-p) U,=U,xq""
Exemple : Exemple :
U,=U;+rx(n-7) U,=Usxq"®
Généralisation : Généralisation :

(U + Un) ~ 1 — n+l—p
Sn:(n+1—p)><pf Sa=U,X"—
Exemple : Exemple :

(U4 + U ) 1 - qrl -
Sn = — ~ 4 0 T Sn = U Xi
(n 3)X B L p—_—
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LES SUITES : METHODES

DEFINITIONS : (pas exactes : « intuitives », le cours reste votre meilleur source de savoir)

- Définition de (U,) par récurrence :
Définition de la suite (U,) par la valeur du terme de premier rang p, et par le
calcul de U4 a partir de U, (calcul de n’importe quel terme U1 de la suite (U,) a partir
du terme précédent U,) :

U,=a
U+ = f(U,) pour tout entier naturel n > p.

- Définition fonctionnelle de (U,) :
Définition de la suite (U,) a partir du calcul de U, directement par son rang n
(alors n ne devient plus seulement un rang, mais aussi une variable) :
U, = f(n)

Le calcul de n’importe quel terme U, peut se faire sans avoir besoin de connaitre le
terme précédent U, : il suffit de remplacer n par n+1 dans la définition de (U,).

- Majorant :
Valeur M égale ou supérieure au maximum Upax de la suite (U,) :
U, < U, < Mgquelquesoitn € IN.

- Minorant :
Valeur m égale ou inférieure au minimum U, de la suite (U,) :
m < U_. < U_ quelquesoitn € IN.

- Convergence :
Quand n tend vers +oo, les valeurs U, tendent toutes vers une méme valeur L :
lim U, = L
n->+ow

- Divergence :
Quand n tend vers +oo, les valeurs U, tendent vers +oo ou -, ou vers plusieurs
valeurs différentes.

- Suite adjacente :
Une suite (V,) est adjacente a la suite (U,) si :
lim V, = lim U,

n-=>+w n-=>+o
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1) MONTRER QU’UNE SUITE EST ARITHMETIQUE :

La définition de la suite (par récurrence ou fonctionnelle) doit correspondre a 1’une des
formules de cours des suites arithmétiques.

- Pour une série de nombres, montrer que : Uy+; — U, = Constante = r

(r = raison)
Faire ensuite un tableau :

U, U|U| U/|Us
3 4 5
Unn u|U|U]|U
4 5 6
Upa=Un | T | T | T r

(données ; Calculées)

2) MONTRER QU’UNE SUITE EST GEOMETRIQUE :

La définition de la suite (par récurrence ou fonctionnelle) doit correspondre a I’une des
formules de cours des suites géométriques.

s Un+1
- Pour une série de Dombres, montrer que : U

n

= Constante = q (q = raison)

Faire ensuite un tableau :

U, U|lU|U|Us
3 4 5
Uni ulU|U,|U
4 5 6
U |99 |99
UH
(données ; Calculées)
3) ETUDE DE VARIATION :
= SI: U, = f(n) {Définition fonctionnelle de (U,)}
ALORS: Faire 1’étude de variation de f(x) sur [0 ; +oo[
(en général : n > 0)
= SI: Un = f(U) {Définition par récurrence de (U,)}
ALORS: [ Etudier le SIGNE de Uy, - U,
ou:
SI:U,>0, ALORS: étudier Uy+1/Uy

Cyrille Mauduit 3/6 Année scolaire 2005-2006



Explications :

- Un Un+1 - Un > 0
CROISSANTE signifie Upa > U, (différence positive)
/Unet Un+1/Un>1
U,>0
. - Un Un+1 - Un < 0
DECROISSANTE signifie Una < Uy (différence négative)
/ Un et 0<U,:/Us<1
U,>0
-U, U1 —Un=0
CONSTANTE signifie Uni1 = Uy (différence nulle)
/Unet Un+1/Un=1
U,z0

4) CONVERGENCE :

=| SI: lim (U,,, — U,) =0 (OUSI: lim |—*| = 1)
n->+w n->+ow n
ALORS : (U,) est convergente.
= SI: U, = f(n) {Définition fonctionnelle de (U,)}
AVEC : lim f(x) = L
X2+
ALORS : (Uy,) converge vers la limite L.
= | Théoréme des gendarmes :
SI: V, < U, < W, a partir d’un certain rang po (n > po)
ETSI : lim V, = lim W, = L
n->+ow n-?+o
ALORS: (U,) converge vers la limite L.
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ALORS:

(U,) est ou:

croissante et majorée
décroissante et minorée

(U,) est convergente.

5) LIMITE DE CONVERGENCE :

=| SI:

AVEC :

ALORS:

U, = f(n) {Définition fonctionnelle de (U,)}

lim f(x) = L

X2+

lim U, =L

n-=>+o

= | Théoreme des gendarmes : voir ci-dessus.

ALORS:

DONC :

(U,) est convergente vers L

limU, = limU, =L

n-=>+w n-=>+o

Remplacer [dans la définition de (U,) par récurrence]
U,+ par L et Uy par L, puis résoudre cette équation :

Résumé schématique :

Cyrille Mauduit

Un+1 = f(Un)
l (U.,) converge vers L

L=f(L) (alalimite quand n - +o0)

Résoudre cette équation d’inconnue L
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6) DEMONSTRATIONS PAR RECURRENCE :

CAS GENERAL :

EXEMPIE :

pour toutn € IN.

Hypotheése de récurrence sur U, pour n > p, .

(en s’aidant d’un graphique, de calculs... lorsqu’elle
n’est pas directement donnée dans 1’énoncé)

Hypothese de récurrence :
-2 <U,< -1 pour tout entier naturel
n=1.

Vérifie I’hypothése au rang n = p,.

Aurangn=0: U, = -1

Aurangn =1:
U, — 8 -1 —

U= —° _ —1 8
5 5

Or:
5<9<10
-5>-9>-10

1> __9 > D
5

(opposés)

-1>Up > -2
L’hypothese est donc vérifiée a partir
durangn = 1.

Suppose que I’hypothese est vraie a un rang n = p.

On suppose I’hypothese vraie a un
rangn =p:
2<Up<-1

Vérifie I’hypothése au rang n = p+1:

- utiliser la définition de la suite (U,) pour
exprimer Up.; en fonction de U,

- utiliser ensuite I’hypothese au rang n = p
(supposée vraie) sur Up,

- faire apparaitre I’hypothése au rang n = p+1
pour Uy

Alors,aurangn = p+1 :

v Y-8

p+tl1 — T

Or:

-2<Up<-1

-10<U,-8<-9

2 < UP—_8 < __9 <-1
5 5

-2<Upn<-1

L’hypothese est héréditaire au rang
n=p+1.

Conclus sur (Uy) pourn € N, p > p, .

Finalement, -2 < U, < -1 pour tout
entier natureln = 1 .
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