BAC série S — Mathématiques (enseignement obligatoire)
Mercredi 21 juin 2017

CORRIGE

Exercice 1 [7 points]

(A)
A1) lime"* =0

X >+

L’exponentielle I’emporte sur tout polyndome quand x — +oo, d’ou :
lim xe™™ = 0

X >+

lim h(x) = 0

X+ ©

A2) h'(x)=e™+ (—x.€7) = (1 —x).e”™ continue et définie sur [0 ; +oof.
Or:
1

h(l)=lel==
e

limh(x) = 0xe’ = 0x1 =0

x=0

D’ou le tableau de variations :

X 0 1 +00
e + +
1-x + 0 -
h’(x) + 0 -
1
h(x) e
0 0

A.3) Soit H la fonction primitive de h.

A3a) h(x)=x.e™
définie sur [0 ; +oo[ , donc :
h’(x) =e™—x.e™
h’(x) = e* - h(x) , définie sur [0 ; +oof.

A.3b) Sur[0; +oo[, une primitive de x —» e* est : x-» —e™

A3c) H®Ex = fh(t).dt avec:x € [0 ; +oof

[(e = h'(t)).dt

[et.dt — [h'(t).dt  (linéarité de I'intégration)

=—-e*—h(x)+C, avec C une constante réelle, d’ou :
Hx) =-e*—xe*+C donc :
H(x) =-e™-x.e™estune primitive de h(x).

(B) f(x) = h(x) + In(x+1) = h(x) + g(x) } définie sur [0 ; +oo[.
g(x) = In(x+1)
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B.1)( Croquis : A c
Mx; f) |
() = £ foveenes , C,
=fA) [~ ;
8(x) = 1) NG ; 9(3)
X=A >
g
B.l.a) MN =f(x)-g(x)=h(x)
or h(x) atteint sa valeur maximale en x =1 : h(1) = .
Donc MN est maximale ( MN = 1 ) quand x = 1.
e
B.1.b) Placement des pointenx =1:
2 4

~

J

(distance verticale pour x donné)

(Cf.A2))

(x;y) € D, pour: {

x €[0; AL
g(x) < M < f(x)

B2) A €[0 ; +of et
B2a) d
2_
x=0 D,
1_
0 1
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B.2.b)

B.2.c)

B.3)

Cyrille Mauduit

B.3.a)

A, = H(A) — H(0) (Cf.A3.c))
A, = —(1+1)e™ + (1+0)e™
A, = —14;}‘ + 1X1 donc :
e
A, =1- M1 avec: A €[0 ; +oof.
e
lim )H;l =0=1lm% =0 (A>0), donc:
A=+ @ A>+0 @
lim A, =1, or:
A+
A, =1-2Loy
e

Dex=0ax = A, ’aire A, entre C; et C,, tend (ou converge) vers 1 u.a. quand
A — +oo (h est donc une fonction normée sur [0 ; +oof ).

Autrement dit: A, € [0 ; 1[pour A € [0 ; +oo[, cette surface augmentant
avec A.

Utilisation possible des algorithmes sur calculatrice programmable.

De fagon plus analogique :

Variables : A €0 ; +oof
S [0 ; 1]
Initialisations : S=0,8
A=0
Traitement : ( 1 - % ~019<S =~ Test négatif
¥
A=0,8+1=1,8
1 - 1’81-;1 ~ 0,537 <S =~ Test négatif
b

< A=1,8+1=2,8

\URURY,

2,8+1 L.
1 - 20 ~ 0,769 < S -~ Test négatif
A=28+1=38

3,8+1 g o
1 - ~ 0,893 >SS - Test positif (fin de boucle)

\ e3,8

\Y

Sortie : A=3,8
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B3b) S=A, €[0; 1[ < [0 ;1]

On trouve en sortie de I’algorithme une valeur de A supérieure a celle pour laquelle
S=A,=0,8 u.a..Or Aestincrémenté de 1 a chaque bouclage (traitement).

Cet algorithme nous offre donc un encadrement a I’unité preés de A pour
A, =0,8 u.a.: 2,8 <A<3,8.

Exercice 2 [3 points]

Repére orthonormé (0;1 ;7 ; k)
EquationduplanP: 2x-z-3=0
PointA(1;a;a?, aveca € R

1)Si A & P, alors ses coordonnées ne vérifient pas I’équation, or :
2Xx—72—-3 =
2x1—-a?-3=
2-3-at=
-1 -—a?

Or si ’on avait : 2x—-z-3=0, alors on aurait :
-1-a2=0

a2=-1<0  ce qui est impossible pour touta € IR.

DoncA(1;a;a?,aveca € R, n’appartient pas au plan P.

2)[D est la droite passant par A et orthogonale a P.
est le parametre réel de la représentation paramétrique de D.

2a) A €D
Soit 11 le vecteur normal a P, donc un vecteur directeur de D :
P: 2x+0y—-12—-3=0 donc:
|2
no
-1
J’en déduis que la représentation paramétrique de cette droite D passant par A est :
X =X T UX:

D: yy=yatty;

Z=127p*tz;
x=1+2t

D: { y=a te€R
z=a’*-t

2b) M(x;y;z)=M((1+2t;a;a’—t) d’ou:

AM=+(x — 1)2 + (y — a)2 + (z — a2)?
+ (0)2 + (—t)2
AM =5.]t| , avect € R.
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3)H € DetH € P, donc les coordonnées de H (1 + 2ty; a; a2 —tu) , avec t; € IR, vérifient 1’équation
deP:
2(1+2ty) —(a2—ty)—3=0
2 +4tH—a2+tH—3=0

Sty—a?2-1=0
1 + a?

t, =

H 5

SiM=H,alorsona:

_=l1+ a2 1 +a?f_1+a2
AH ¢5.| N NG
or pour toutréela: a2 > 0
1+a2>1>0 donc:|l + a?=1+a2
_ 1+ a?
Donc: AH = NG pour touta € IR.

Or: 1 + a2 est minimal si a2 est minimal, d’ou :

1

V5

On a alors :

Exercice 3 [5 points]

est la valeur minimale de AH pour a = 0.

H(1;0;0).

[ Point M(z) , avecz € C. ]

(A)

A.1) La proposition, correcte est la C.

! justification :

| P(zp) tel que : zp = re”, 6el-n; x]

i P € B3 donc : ref[40 ; 60]:

E belZ; Z]

[4 ; 2] |

A2)

A2a) z=70e > - (60<70<80:zone3

n_. _m__=x

2 3
M(z) est en G3.
A2b) = -45y/3 + 45i , donc :

Cyrille Mauduit

. r= 452x3 + 452 =90
R(z)  —45V3 _ V3

° cos B = ——= <0
{ r 90 2
sinezd(z) =45 = 1 >0
r 90 2
D’apres le cercle trigonométrique : 6 = 5%

Donc M(z) est en D5.

5/9

:zone G

pour tout réel a.

zone 5

zone D
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(B) /o P(z»p) tel que zp = 50 ei§ (— P esten zone B3)
® | M suit la loi normale N(50 ; 5?)
. (my
3’ (12 )

M et T sont des variables aléatoires indépendantes : (M € 1) estindépendant de (T € J).

T suit la loi normale N

e Arrondis des probabilités a 10 prés

e n et p sont inconnues, mais 1’énoncé indique que la loi normale N(p ; 02) est applicable ici : on
suppose donc que les conditions nécessaires a son application sont respectées : [ n > 30

w=mnp =5
\_ n(l —p) =5 )

B.1) Il est impossible par définition que le module d’un affixe soit négatif, donc on doit avoir en
principe : PIM <0) =0

Si I’on calcule P(M < 0), les lois de probabilité doivent aller dans ce sens :
» Les conditions d’application de la loi normale sont supposées vérifiées (Cf. énoncé).

» Pour suivre une loi normale centrée réduite N(O ; 1), on procede a un changement de variable
aléatoire :

M . x-M-uw_M-5_M

= = — — 10 (Théoréme de Moivre-Laplace)

o 5 5
»SiM <0, alors: % <0
% — 10 < —10
»D’ou :
P(M <0) =P(X <-10)
-10 t2
1 J‘ )
R—— | e “.dt
V27 e
1 -0 _¢2
< \/T e 2.dt (la fonction normale centrée réduite étant positive sur IR)
T
1 o e 100
Or: — | e?.dt ~8x10* ~0
V2
T _100

Donc P(M < 0) = 0 : les probabilités disent ici qu’il est quasiment impossible que M soit
négatif, ce qui va dans le sens de la définition d’un module : réel toujours positif ou nul.

B.2) Je cherche P(M € 140 ; 60[).

Soit X la variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite N(O ; 1), telle que :
X = M- u -M-50_M_ 10  (Théoreme de Moivre-Laplace)
© 5 5
Si: 40 < M < 60, alors :

40 — 50 <M — u <60 — 50

—10 < M—-u < 10

5 © 5

-2 < X < 2,donc:
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P(M €140 ; 60[) = P(X €]-2 ; Jznfe .dx

Je sais donc, dans le cadre de la loi normale centrée réduite N(O ; 1), que cela correspond a la
probabilité sur |-2c6 ; 20[, soit (calcul possible a la calculatrice) :

b

P(M €140 ; 60 [) ~ 0,955 a 10° km = 1 m preés, soit environ 95,5 % de chance que
P’impact détecté entre 40 et 60 km soit effectivement dans cette zone (ce qui est tres fiable).

B.3)[P(M €140 ; 60[) ~ 0,955
P(T e]% ; %[) ~ 0,819

Sachant que : r €140 ; 60[ sont les conditions pour que le point P € B3
0 e ]— —[

et sachant que (M € I) est 1ndependant de (T € J),j’en déduis que :
P(P € B3)=P(M €140 ; 60[) xP(T e]% : %[)

P(P € B3)~ 0,955 x 0,819
P(P €B 3) ~ (0,782 , soient environ 78,2 % de chances que I’impact détecté soit
effectivement dans la zone B3 (donc plus de 3 « chances » sur 4, ce qui est un peu moins

fiable mais assez satisfaisant, vue la difficulté technique).
Exercice 4 [5 points] - Eléves n’ayant pas suivi I’enseignement de spécialité
(A)

Al)

085 S:  P(S, NS, = P(S;)xPs(S,) = 0,85%0,85 = 0,7225

\ Mz
I,

S, P(M, N'S,) = P(M,)XPy(S,) = 0,85x0 = 0

P(S, N M,) = P(S,)xPs(M,) = 0,85x0,05 = 0,0425

P(S, N I,) = P(S,)xPg (I,) = 0,85x0,10 = 0,085

\

P(M, N M,) = P(M,)xPy,(M,) = 0,05x0,65 = 0,0325

— M,
\Iz P(M, N I,) = P(M,)xPy (L) = 0,05x0,35 = 0,0175

S, P(I, n'S,) = P(I,)xP,(S,) = 0,100 = 0

— — M, P(L, nM,) = P(L)xP,(M,) = 0,100 = 0

/\

L P(I, N I,) = P(L)xP, (I,) = 0,10x1 = 0,1
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A2) PM)=P(S, n1,) + PIM, N L) + P(I, n L)
P(I) = P(S,)XPs (I,) + P(M,)XPy (I,) + P(L,)XP,(I,)
P(I,) = 0,85%0,10 + 0,05x0,35 + 0,10x1
P(L,) = 0,2025

A.3) A 107 prés, je cherche :
p.(M,) = P(I, " M) _ P(My)xPy (I,) _ 0,05x0,35
: P(I,) P(1,) 0,2025
P, (M,) ~ 0,086 a10° pres.
Immunisé en semaine 2, la probabilité d’avoir été malade en semaine 1 est donc d’environ
8,6 %.

(B) (u=P(Sn)
{Vn =P(M,)
wn = P(IL)

B.1) Ensemaine n, I’'univers des événements est Q = {S,; M,; I}, d’ou :
P(S.) + P(M,) + P(I,) = 1
Finalement, on trouve bien pour toutn € IN: u,+v,+w,=1.

B.2 ){Vo =0
Vor = 0,65.v, + 0,05.u, (admis)

B.2.a) vi=0,65xvy+ 0,05.u9
donc dans la cellule C3 (calcul de v;), la formule saisie est :

|= 0,65xC2+0,05xB2 |

B.2.b) Le pic épidémique a lieu en semaine N = 4 :
il y a 8,59 % de probabilités de tomber malade cette semaine-la.

B.3)
B3.a) Jesaisque: Pg(S,,) =085 (CfAI1)) dou:
—P(S““ N S, = 0,85 or:
Swei) = P(Ser N S,) + P(Spuy N M) + P(S,, N 1)
Sn+1) = P(Sn+1 N Sn) +0+0
Su1) = P(S,,; N'S,)  doncj’en déduis que :
Sn+1)

P(S,.,) = 0,85xP(S,)
Je trouve donc que : u_,, = 0,85Xu, Y n € N.

(u,) est donc par définition une suite géométrique de raison q = 0,85.
J’en déduis que :

u, =u xq"=1x0,85"

Finalement : u, = 0,85" VY n € N.

B.3.b)  » Hypothese de récurrence au rang n :
v, = %(0,85“ - 0,65")
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» Vérification aurangn =0 :
v, = %(1 — 1) = 0, comme admis en B.2).

Hypothese veérifiée au rang n= 0.
» Hypothése supposée vraie au rang n.

» Vérification au rang n+1 :

Vi1 = 0,65.v, + 0,05.u, (admis en B.2) )
V.., = 0,65><%(0,85n — 0,65") + 0,05x0,85"
Vo = 0,65x7(0,85" — 0,657) + 0,05x0,85"
Vi = %X[O,65><0,85n + 4x0,05%0,85" — 0,65™"]
Vi = SX[(0,65 + 0,20)x0,85" — 0,65""]

4

= %x[o,as"” — 0,65""]

Hypothese vérifiée au rang n+1.

» On a donc bien : v, = %(0,85n — 0,65“) Y n € N.

n

B.3.c) Je déduis des questions B.1), B.3.a) et B.3.b) que pour tout entier naturel n :

u, = 0,85"
v, = %(0,85“ — 0,65")
W= l—-W-Wv, VnelN
d’ou :
* limu, = lim0,85" = 0 car: 0<0,85<1
n->+oo n->+oo
donc : lim P(S,) = 0
n-? +o
* De méme, et pour des raisons de linéarité des limites de fonctions :
lim v, = l(hm 0,85" — lim 0,65"] = ~(0 — 0)
n-=+ow n->+owo n->+c0 4
donc: lim P(M,) = 0
n-? +o
* J’en déduis que :
limw, =1—- limu, — limv, =1
n-+ow n-=+oo n -+
donc : lim P(I,) = 0
n-+o

A long terme, ce modele prévoit donc que tout le monde sera immunisé.
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