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Chapitre 7 : vecteurs dans le plan

Definition : translation

Soient A et B deux points distincts du plan. La transformation qui déplace A en B par glissement sans
rotation est appelée translation de vecteur AB B

A
1  Qu’est-ce qu'un vecteur ? &«//

Définition :
Un vecteur est un objet mathématique caractérisé par :
sa direction
son sens sur cette direction
sa longueur, appelée aussi norme, donnée par un nombre positif.

Notation : les vecteurs seront souvent notés par les lettres u. v, w... surmontées d’ une fléche :
par exemple on parlera du vecteur wu .

Attention : on ne peut pas "montrer" un vecteur du plan : la fleche que 'on dessine n’est
pas le vecteur, elle en est un représentant. On peut en dessiner autant que l'on veut, placés
n'importe ot dans le plan, pour représenter le vecteur o
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Illustration :

les deux fléches ci-dessous représentent un vecteur o : ‘
la seconde fléche est le représentant de w d’origine A et d’extrémité B on notera u = AB.
La direction de u est celle de la droite (AB),

son sens est de A vers B.

sa norme est égale a la distance AB.

On notera dailleurs ainsi la norme de w : || u|| = H&BH = AB

Application :

Exercice 1 : Construire 2 representants du vecteur de la translation qui transforme A en B.
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Exercice 2 : Construire 2 représentants du vecteur de la translation qui transforme A en B.
= ) —
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Exercice 3 : Construire 3 représentants du vecteur de la translation qui transforme A en B.
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Exercice 4 : Construire un triangle ABC

a) Construire le point M tel que AM = BC.
b) Construire le point N tel que BN =AC.
c) Construire le point P tel que CP=BC.

Dans chaque cas, illustrer la construction par une phrase utilisant les mots image,
vecteur représentant, translation ;

, A ,,,t L rup A A wecken B B
IV\:/J’Q NQ;E/WNQ )@Aﬂ ;DLLU((,!\WL@)C
.Eu\l 2k ,ac al maa/u\ez A A PIC

—_—

. P = @)C > C: MEBPJ

2  Quand peut-on dire que deux vecteurs sont égaux ?

La définition qui suit coule de source :

Définition :
Deux vecteurs seront dits égaux si et seulement si ils ont méme direction, méme sens et
meéme norme.

Par exemple :

- Les vecteurs @ et Z ne sont pas
égaux, car ils n‘ont pas la méme direc-
tion.

- Les vecteurs @ et v ne sont pas
égaux, car ils nont pas la méme norme.
- Les vecteurs W et W ne sont pas

-

égaux, car ils n'ont pas le méme sens.
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En pratique on utilise souvent le théoréme suivant pour démontrer que des vecteurs sont égaux :

Théoréme : \ \
Soient u et v deux vecteurs, de représentants respectifs AB et C'D.
Ona:AB =CD < ABDC est un parallélogramme (éventuellement aplati).

INustration :

Remarque :

Cette propriété est une équivalence ; elle peut se décomposer en deux propriétés distinctes :
_Si AB CD alors ABDC est un parallélogramme.

- Si ABDC est un parallélogramme alors AB—CD

Le théoréme suivant découle directement du précédent, en v adjoignant la propriété des dia-
gonales du parallélogramme :

Théoréme :

AB=CD & :AD] et [BC'] ont le méme milieu
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METHODES :

M 1- Construire un représentant d’un vecteur

Enoncé : a ) Construire le représentant d’origine C du vecteur 4B en utilisant un milieu.
b ) Construire le représentant d’extrémité N du vecteur 4B en utilisant le compas.

B

Explications :
= Nommons D Uextremite du vecteur cherche.
On a alors Ié = @

On en déduit que les segments [AD] et
[AC] ont méme milieu I.

- Nommons M ’origine du vecteur cherche.
On a alors MN = AB

On en deduit que ABNM est un
parallélogramme. Par conséquent :

d’une part AB = MN ; d’autre part AM = BN
méthode : avec le compas, on reporte a partir de N la

distance AB, puis on reporte a partir de A la distance BN.
On obtient 2 arcs de cercle qui se coupent en M.

b

Exercice 5 : construire un triangle ABC rectangle en A.
Construire le représentant d'origine A de BC

Bk %LWMMM

méthode :

H,L;Bc

A_S’-Bc

")QEJCD o aam {;w-wow. @

C

avec le compas, on reporte a partir de A la distance BC, puis on reporte a partir de C la distance AB. On

obtient 2 arcs de cercle qui se coupent en D.
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A partir de la figurg ci-dessous, citer un vecteur :
— = —
1) opposé a CD ; f' PG

—
2) de méme direction et de méme sens que AC; ™ 5

3) de méme direction que B(_:; mais de sens contraire ;, t
— = -
4) égal au vecteur BA. PR = AT

)

Q|
i
N\
]
&

A+

=

5 /

E 1

|25 | Compléter les égalités en n’utilisant que les points
de la figure ci-dessous.
DIB=T.A+AB.
2) HG + GF = HF

3)DC.+CB.=D.B -
4)E6‘.+.G.-E=EE =0

—
LR +bhE-EE-O
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Exercice 6 : construire un losange ABCD. __, A
Construire le représentant d'extrémité C de BD

Lot EZLWA‘McL%

methode :
on construit au compas le parallélogramme BDCE en reportant a partir de C
la longueur BD et en reportant a partir de B la longueur DC

M 2- PI int défini soalite el

Enonce :
ABC est un triangle quelconque. Construire les points M et N verifiant :

BM = AC et BN =-BC. M
X Explications :

BM =AC équivaut a BMCA est un
parallélogramme.

N BN =—-BC donc on en déduit que les

X vecteurs BN et BC ont méme direction :
par consequent, les points B, N et C sont
méthode : o alignés.

on construit au compas le parallélograr-hme_BMCA en . N s a
reportant a partir de C la longueur AB et en reportant a partir Or, les vecteurs BN et BCsont de méme

de B la longueur AC. norme et de sens oppose, donc le point N
Le point M est a l'intersection des 2 arcs de cercle.

est le symetrique du point C
On construir le point N par demi-tour du point C autour de B par rapport a B.
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3 Comment additionner (ou soustraire) deux vecteurs

Définition :

Soient u et v deux vecteurs: on définit le vecteur w somme des vecteurs u et v de la
facon suivante :

Soit A un point du plan; on trace le représentant de d'origine A 1 il a pour extrémité B.
Puis on trace le représentant de © dorigine B : il a pour extrémité C. Alors AC' est un

représentant du vecteur w, somme des vecteurs u et v.
On notera w = v + v

Illustration :

] ]

Relation de Chasles :

[D)’apreés ce qui vient d'etre v, on a tonjours la relation suivante, appelée relation de Chasles :

Pour tous points A. B. C du plan, AB + BC = AC

Exemples :
si A, E. G, M. N et P sont des points du plan, MN +NP=MP EG+GA=FA

Régle du parallélogramme : |
ABDC est un parallélogramme (éventuellement aplati) < AD + AC = AD
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INlustration :

Remarque :

Ceci nous donne une autre méthode de construction du vecteur somme W = u + o ; pour
cela, soit A un point du plan ; on trace le représentant de u d’origine A : il a pour extrémité B.
Puis on trace le représentant de v d’origine A : il a pour extrémité C. Enfin on trace le point
D tel que ABDC forme un parallélogramme. Alors AD est un représentant du vecteur
w, somme des vecteurs u et v.

— T /) =)
Ecrire le plus simplement possible. 4) MA+ DM :M M@—:Db

DMBE-MD 0 BD - MC - BM+ DB )43 4 Th= R ACBDBIR0
2) CB—-CD — BD 5 MA+ EM — CA — EC B

- - 9=
3) BD - BA + MA - MD 6 AU+ SH— ST+ MU IR0+ Ry DY =D
o =N *rﬁ*ﬂ‘hﬁﬁjhk
B CA+TBG =R = &

—

- — —
S}l"Tﬁi—EM*‘PZ* CE = -'E_l‘_’?l—f- ﬁa + ﬁ_é*l*(,ﬁ :?E =0

§) GRS AT A = THAAGA= T 40
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Régle du parallélogramme : somme de 2 vecteurs ayant méme origine

Application :
— — —
soit ABC un triangle. Construire le point D tel que AD = BC + BA

A B
C
— . Meéthode :
_ = : . .
’QTB _ &D\ _ %E On doit effectuer la somme de 2 vecteurs ayant la méme origine.
EQ —+ - On applique la regle du parallélogramme.

On construit donc le point E tel que BAEC est un parallélogramme.

AB =EC
BC = AE
—
Ensuite, on construit le point D tel que AD est le repesentant d'origine
A de BE. D est tel que ADEB est un parallélogramme.

AD =EB
AB = DE
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Il existe un vecteur différent des autres, dont tous les représentants ont l'origine et 'extrémité
confondues : par exemple AA, ou FF...

Or la relation de Chasles nous permet d’écrire que, par exemple, EF + FF = EF. L’addition
de ce vecteur ne modifie donce pas le vecteur de départ.

Par analogie avec le calcul sur les nombres, on appelle ce vecteur le vecteur nul, et on le
note 0.

On a ainsi 0 = A4 = BB = MM = ... quels que soient les points 4, B, M du plan. Le
vecteur nul 0 est le seul vecteur qui a une norme nulle; ses directions et sens ne sont pas
définis.

Enfin, toujours d’apreés la relation de Chasles, on peut écrire AB + BA = AA = 0 pour tous
points A et B du plan.

La encore par analogie avee le calcul numérique il est légitime de dire que le vecteur B A est
le vecteur opposé au vecteur AB. Siona u = — AB, alors on note BA = —AB =

Déﬁnition .
Si W est un vecteur non 11111 alors 'opposé du vec teur . note — . est le vecteur qui a
la méme direction que ¥, la méme norme que ¥, mais le sens opposé a .

INustration :
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Nous pouvons maintenant. toujours et encore par analogie avec le calcul numeérique (ot vous
avez appris que soustraire un nombre revient a ajouter son opposé) :

Définition :
Soient u et

L w =

v deux vecteurs: on définit le vecteur w différence des vecteurs u et v
somme du vecteur u et de 'opposé du vecteur o

u—v=u+(—v)

cormne

B

Propriétés de ’addition des vecteurs :

Pour tous vecteurs . v ona v + v = v + u.

Autrement dit. dans une somme de vecteurs. on peut permuter les deux vecteurs.
Pour tous vectewrs @, v, wona (w + v )+ w =74 + (v + ).
Autrement dit. pour additionner trois vecteurs, on peut commencer par additionner les
deux vecteurs que I'on veut avant d’ajouter le troisieme.

Application : différence de 2 vecteurs

Tracer un représentant du vecteur u - v

e
AL = V- = AN

- (%)

-
AL

._?

—

-
-1

-
AX

P

Méthode :

On place a l'extrémité de u un
représentant du vecteur -v.

On effectue ensuite la somme u + (-v) a

l'aide de la relation de Chasle.
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4 Comment multiplier un vecteur par un réel

Introduction :

Construisez le représentant du vecteur
v = u + u dorigine A. puis le représentant
du vecteur w = w + u + u dorigine B.

Construisez le représentant du vecteur
v = (—u)+ (—u) dorigine A, puis le re-
présentant du veeteur

w=(—u)+(—u)+ (—u) dorigine B.

—
e
-
W -
— XA

Par analogie avec I'addition des nombres, on
notera v =2u et w =3 u.

Le vecteur v° = 2w a la méme direction
que u, il a le méme sens que w. mais sa
norme est deux fois plus grande.

Par analogie avec l'addition des nombres, on

notera v = —2u et w =—-3u.

Le vecteur v = —2u a la méme direction
que u, mais il a un sens opposé a celui o .
et sa norme est deux fois plus grande.
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Définition :
i, — . s . —
Soit « un vecteur non nul. et & un nombre réel non nul. Alors on définit le vecteur v = ku

de la fagon suivante :
v a la méme direction que u

el
Si k>0 Si k<0
— ~ _ — — s . —3
alors v est de méme sens que . alors v est de sens opposé a u.
et de norme égale a k fois celle de . et de norme égale a —k fois celle de .
Par exemple :
- Loy BT e C oy — 27,
Le vecteur v =S u a Le vectenr v = —3u a
la méme direction que . la méme direction que .
le méme sens que U le sens opposé a celui de o
9 % Tf oo — 5 A TP —
et une norme égale a 5 fois celle de w et une norme égale a 3 fois celle de
A

o

A
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Quelques propriétés...
Pour tout nombre réel £ et pour tout vecteur u. on a :

EO = 0 of 0w = 0.

Distributivité : Pour tous réels k. k. et pour tous vecteurs . u'. on a

Par exemple :
24 +5u =24+5)u =Tu
20u+v)=2u +2v

23U —27)— (60 +T) =60 —47 — 60 — 0 =00 —50 =—5T

Application :

1) Dans chaque cas, exprimer le plus simplement possible les sommes de vecteurs :
a) 2u+3u+4u = 9 b) Uu+5u—-2u - 4R c) Tu-5u+u = 3

2) Dans chaque cas, exprimer le plus simplement possible les sommes de vecteurs :

-~ - - - - D 1- 3~ -
a) 7a—3a—-9a = -5~ b) 4b—(3b—b) C) -C——C+C -
- - 2 2
~ - ra
3) Représenter les vecteurs a et b tels que: “,L

- . -> I
a=2ABet b=—BA = AB //

4) Repr_{aselt*erl-:a_sbvecgeurs_*é et_@ tels que : A "B
a=AB+BC et b=AB-BC i C
Y L. ad+cd * > 1
b ok e nndoontant &' digone € de Ab 4B 3
£

-
:--c-,-\-?'-'o
MNthade
A-E 2 orrneowx & AaSs
;;: AW;%"“Q{
mewmﬂ.jm'i
H?S-\-;a m tadhaine @ L
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5 Colinéarité de deux vecteurs - applications

Définition :
Deux vecteurs u et o seront dits colinéaires s’ils ont la méme direction.

En particulier, si AB et C'D sont des représentants de deux vecteurs uw et o colinéaires, alors
les droites (AB) et (C'D) sont paralléles (ou confondues). La réciproque est également vraie.

Théoréme :
Soient u et v deux vecteurs non nuls. Alors on a I'équivalence suivante :
u et v sont colinéaires < il existe un nombre réel k tel que v = ku

Remarque : le vecteur nul est colinéaire a tous les autres vecteurs du plan.
Exemples :

Les vecteurs u et w ne sont pas

colinéaires (ils n’ont pas la meéme
direction).

Les vecteurs w et v sont colinéaires
et de méme sens: on a v = 1.5u ou
encore u = %t_ En effet, la norme de
v est égale a 1,5 fois celle de u (ou
encore la norme de  est égale a 2 fois
celle de 7).

wolra

Les vecteurs uw et z sont colinéaires

de sens contraires:on a u = —27x . ou
encore I — —%?

Les vecteurs x et v sont colinéaires

de sens contraires;ona ¥ = —= v, ou
encore v = —3 1
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Applications de la colinéarité : parallélisme, alignement, milieu

Propriété 1 : colinéarité et parallélisme \ \
Les droites (AB) et (C'D) sont paralléles < Les vecteurs AB et C'D sont colinéaires ‘
& 1l existe un nombre k # 0 tel que AB = kCD.

Propriété 2 : colinéarité et alignement
Les points A, B et C sont alignés < Les vecteurs AB et. AC sont colinéaires

< 1l existe un nombre k # 0 tel que AB = kAC.

Propriété 3 : colinéarité et milieu ‘ \ \
Le point I est le milieu du segment [AB] & Al =IB & AI=1AB < AB=2AIl




