Colinéarité de deux vecteurs

I) Propriété caractéristique de colinéarité de deux

vecteurs :

1) Définition

Deux vecteurs non nuls, u et v sont colinéaires si, et seulement sij, il existe
un nombre réel 2 non nul tel que v = u.

Exemple :

g

3

ont colinéaires

Remarque :

e Deux vecteurs non nuls sont colinéaires si, et seulement si, ils ont la méme
direction.

e Le vecteur nul 0 est colinéaire a tous les vecteurs.

Exemples :
a)u(2;-3)etv (10 ; - 15) sont colinéaires en effet 10 =2 x5et-15=-3x5

donc v = 5 1.

-1, 3 02, 1 . 2_1 2 _1_1 3
b)u(3, 5)etv(9, 5)sontcollnea|reseneffet9—3x3 et =3X %
donc§=%ﬁ'.

c)u (4;5)etv(8;-10) ne sont pas colinéaires en effet :
4 +0etv+0ets’ilexistedl € Rtelquev = A1 ,alors 8 =1x4 doncd=2et
-10 =1x 5 donc A =-2. C'est absurde !! i et ¥ ne sont pas colinéaires.




2) Propriété

Dans un repére, on donne les vecteurs u (x; y) etv (x'; y')

Les vecteurs u et ¥ sont colinéaires, si, et seulementsi, xy -yx =0

Exemples :

a)u(2;-3)etv (10; - 15) sont-ils colinéaires?

Réponse : 2 x (-15) - (-3) x 10 = -30 +30 =0 1 et ¥ sont donc colinéaires.
b)u (7 ;-4)etv (14 ; 8) sont-ils colinéaires?

Réponse : 7 x 8 - (-4)x 14 =56 - (-56) =56 + 56 = 112 # 0
1 et ¥ ne sont donc pas colinéaires.

Démonstration :

Soit (O, 7, , J) un repére du plan . Les vecteurs i et # ont pour coordonnées respectives
dansceplan:u (x; y)etv(x; y).

e Tout d’abord montrons que si les vecteurs u et v sont colinéaires alors
xy-yx =0:

= Sii et ¥ sont non nuls, comme % et ¥ sont colinéaires par hypothése, alors il
existe un réel 4 non nul tel que ¥ = 1 u . cela se traduit sur les coordonnées
par: x' = Aix et y' =2y
xy' -yx'=xAy-ylx=Axy-Axy = 0.

= Sjl’'un des vecteurs est nul alors la relation est clairement vérifiée.

¢ Montrons maintenant la propriété réciproque :
si xy - yx’ = 0 alors les vecteurs i et v sont colinéaires :

= Supposons @ non nul, I'une de ses coordonnées est donc non nulle.

)

- 7 - x
*Six #0alors xy - yx = 0 peut s'écrire:y = o

» »

Y - x ) - )
c'est-a-direy’ = Ay avec 1 = o Et comme o x =x'onaaussix = 1x.

Donc le vecteur ¥ a pour coordonnées : ¥ (Ax ; Ay )onadonc¥ = AU
u et v sont donc colinéaires.

- . y
*Siy #0alorsxy - yx = 0 peut s'écrire : x' = ; X,

c'est-a-dire x¥’ = Ax avec A = % Et comme % y=y onaaussiy =21y

Donc le vecteur ¥ a pour coordonnées : % (Ax ; Ay )onadonc? = A1

u et v sont donc colinéaires

—

e Supposons u nul alors i = 0, % et ¥ sont donc colinéaires.



Remarque :

i (x;y)etd(x;y’) nesont pas colinéaires si, et seulement si x y’ - yx’ #0.

ITI) Vecteurs directeur d’une droite :
1) Définition

i (non nul) est un vecteur directeur d’'une droite (d) signifie qu’il existe
deux points distincts A et B de cette droite (d) tels que i = 4B.

u =0,

A u est un vecteur directeur de la
(d) _ droite (d) : @ = 4B.
7

2) Théoréme

Soit (d) une droite et i un vecteur directeur de (d). Soit v = 0 un vecteur.
Si u et v sont colinéaires alors v est un vecteur directeur de (d).

L’'ensemble des vecteurs directeurs de (d) est {v' e 3keR* /i = kv }

Exemple : Le vecteur @ (-2 ; 3) est un vecteur directeur de la droite (d) dont une
équation cartésienneest : 3x + 2y + 5 = 0 .

Le vecteur v (-8 ; 12) est colinéaire au vecteur u: En effet v =314
Alors ¥ est aussi un vecteur directeur de la droite (d)

Les vecteurs directeurs de (d) sont de la forme : (-2k; 3k) ke R*

3) Conséquence

u et v sont des vecteurs directeurs respectifs de deux droites (d) et (d’)

Les droites (d) et (d’) sont paralléles si, et seulement si, les vecteurs u et
v sont colinéaires




Exemples :
Exemple 1:

Soit (d) la droite de vecteur directeur. 1 ( -3 ; 8) et (d’) la droite de vecteur directeur
v (6 ;-16). Les droites (d) et (d’) sont-elles paralléles ?

Réponse :0n remargue que ¥ = -2 1. Les vecteurs u et ¥ sont donc colinéaires.
Les droites (d) et (d’) sont donc paralléles .

Exemple 2 :

Soitles pointsA(1;3),B(5;2),C(6;5)etD(10; - 2). Les droites (AB) et
(CD) sont-elles paralléles ?

Réponse :
AB(5-1;2-3) AB (4;-1)
CO(10-4;-2-5) CD(6;-7)

Les droites (AB) et (CD) ont respectivement les vecteurs AB (4 ; -1) et CD (6 ; - 7))
comme vecteurs directeurs. Les vecteurs AB et CD n’étant pas colinéaires, les
droites ne sont donc pas paralléles.

3) Propriété

(d) est une droite passant par un point A et de vecteur directeur u.

La droite (d) est I'ensemble des point M du plan, tel que les vecteurs u et
AM sont colinéaires.

Démonstration :

U,
A
(d)

Soit I le point de la droite (d) tel que Al = 4.

M appartient a la droite (d) si, et seulement si ,les points A, I, M sont alignés .
Or A, I, M sont alignés si , et seulement si , Al et AM sont colinéaires.
Comme Al = %. Alors A, I, M sont alignés si , et seulement si , i et AM sont colinéaires.

Nous venons donc de montrer que M appartient a la droite (d) si, et seulement si, u et
AM sont colinéaires.




