Chapitre VI : Fonction exponentielle

Lafonction exponentielle

Lafonction exponentielle, notée exp, est lafonction définie sur R par exp(x) = €, € étant I unique
nombre réel strictement positif dont le logarithme népérien est x.

Propriétés :

1. Pour tout réel x, € > 0.

2. Pour tout réel x, In(ef) = x.

3. Pour tout réel x>0, €"*=x.

4. Pour tout réel x ettout réel y>0, y=¢€* équivauta Iny =x.

« =3 équivauta x=1In3.

« € =-1 napasde solution car pour tout réel x, € > 0.

o &"1=7 est définie pour tout réel x ;

e*1=7 éguivauta x+1=In7, cestadrex=In7-1

« L’inéquation e~ ®< 4 est définie pour tout réel x.

e” %<4 équivaut & In(e®°) <In 4 (car lafonction In est strictement croissante sur ]0 ; +oo[)
InN4+6
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L’ ensemble des solutions est alors : ]-o0 ; 3+ In 2.

« L’'inéquation 2¢*~* +5> 1 est définie pour tout réel x.

2¢*"%+5> 1 équivaut & €' > -2. Or pour tout réel X, € > 0, donc tout réel x vérifiee* > -2,

L’ ensemble des solutions de I'inéquation 2¢* " + 5> 1 est R.

onadors: 2x—6<In4,cestadire: x< Xx<In2+3.

T est latangente & Cep au point A d’ abscisse 0.
Uneéquationde T est delaforme:
y=x+1

De pluslacourbe Ce est au-dessusde T sur R.
Donc pour tout xOR, € 2 x + 1. Cexp _/V/

Propriétés algébriques

Propriétés :

A wbdhpE

Pour tousréelsaetb, & *°= e,
Pour tousréels ay, a, ..., &, €17 %" Th =gl .., &b,
Pour tout réel a et tout entier p, (€°)° = é&™.

Pour tout réel a, e?= ia
€

a
, €
Pour tousréelsaet b, € b:ég.



. ex2+3x+2 — ex2 e3xe2.
ex ex—(2x+ 1) — e—x—l
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+ Résoudree™e* 1>2
L’ inéguation est définie pour tout réel x.
Pour tout réel x, e> g™ 1= g+ 1= gx~1

X-1>2 cestadire 5x—1>In2. Donc x> 1+|n2.

Onaalors: €

5
L’ ensemble des solutions est alors:: [1+Tlr12; +oo.
* Résoudre -2 + 5¢" + 3=0.
On pose X = €, I’équation devient alors: -2X2+5X +3=0
A=52—4x(-2)x3=49 et \[A=7
: A v _ 5=-7 _ _5+7 _ 1
L%racmesdutrmomesontalors.Xl—ZX(_Z)—S et X2—2x(_2)— >

Onrésout alors:
e=3, etonaobtient : x=1n 3.

g= % , &t comme € > 0 pour tout X réel, on n’aalors pas de solution.

Donc la seule solution de I équation est In 3.

« Résoudre -2 + 5¢" + 3< 0.

En posant X = €, on obtient -2X? + 5X + 3 < 0 pour X ]-c ; -%[U] 3; +oo[, C'estadire X < % ouX >3
Onrésout alors:

€< % qui n’apas de solution car € > 0.

€ > 3, qui nous donne: x> In 3.

L’ ensemble des solutions de I’ inéquation est alors ]In 3 ; +oof.

Etude de lafonction exp

Propriété : Lafonction exp est strictement croissante sur R, c’est adire:
s a<b aors e <é".

Propriété1: lim &=0.

X - -00
on en déduit que I’ axe des abscisses (¢’ est adire ladroite d’ éguation y = 0) est asymptote ala
courbe représentant la fonction exponentielle en -co.

Propriété2: lim €=+o

X — +oo
En effet, on avu que pour tout réel x, &> x+ 1
g lim x+1=+0 donc |im €=+,

X — +oo X —» +oo

Exercices:

e lim €1+ Jim x+3x—1= lim =+ et lim €& =+
X — +o0o X — 0o X — +oo X 5 +o0

donc lim €°"¥ 1= 4o,
X — +oo



2x+1

e lim 2 . im 2o gim 22 jim 222
X — -0 ' x_.-oo3X—2 x_.-oo3X x_.-oos 3
2x+1 2
. -2
donc lim e¥72 =¢3
X —» -00
2%+ 1
3X-2
) ) 7 ) o . 2X+1
 limpe X I|n122x+1:— et limp3x—2=0" dou lim = -00,
X > = x2 3 X > = X-=3X—2
5 e el D 5
2 X + 2 2
X<3 3IX—2 X<3 X<3
e lim €=0 donc limp e =0
— =00 X - =
5
X<§

Propriété : Lafonction exponentielle est dérivable sur R, et est égale a safonction dérivée :
pour tout x réel, exp’(x) = exp(x).

Conséguence : Une primitive sur R delafonction x— € est lafonction x— €.

Exemple: Lafonction fest définie sur ]O ; +oof par : f(X) :é

_______ X'
f est dérivable sur ]JO ; +oo[ ; f(X) :%()% ol ux)=¢€¢" ; uX=¢
, , vix)=x : v(xX=1
podv-w f,(X):e"xx—e?‘xl
V2 ' XZ
o =ex*t

IV." Fonction exp(u)

Si u est une fonction dérivable sur unintervalle I, dorslafonction f: x— €'® est dérivablesur I, et
pour tout réel xdel, ' (x) =€"® x u'(x).

Exemple 1: Lafonction g: x> €™ 3 est définie et dérivable sur R.

gx) =€ ol ux)=4x-3 ; u(X) =4

g=ue

Donc pour tout xR, g'(x) =4 x %3,
1

f est définie sur R\{ O} . f est dérivable sur ]O ; +oo[ et sur J-o ; 0.

BRCER

f(xX) =@ ol u(x) = v

X |

)= xe®=-= ¢

Xl

Exemple 3: Lafonction h: x> &% +%X4 est définie et dérivable sur R.

h(X) =e"@+v(x) ol u(X)=x—2x ; U (X)=2x-2
v(X) = % X v =3

h=uxe'+Vv

h'(X) = (2x = 2)e“ ™ + 3.



Si u est une fonction définie et dérivable sur un intervalle I, alors une primitive sur | de lafonction
X U' () x €' est lafonction définie sur | par : x — €'®.

Exemple1: Lafonction f: X+ 2xe’ 1 est définie et continue sur R. Elle admet alors des

primitivessur R. Onpose u(x) =x2—1 ; u()=2x dou f(x) =u (x) e™
Les primitivesde f sur R sont delaforme: F(x) =€"® + k ot kOR.

Exemple 2 : Lafonction g: x> (2x —3)e™ " ** ! est définie et continue sur R. Elle admet alors des

primitivessur R. Onpose u(x)=-x+3x+1 ; u(X)=-2x+3 dou g(X) =- u (x) ¥
Les primitives de g sur R sont delaforme: G(x) =- " +k ol kOOR.
x+1
Exemple 3: Lafonction h: x> (x f 12 est définie et continue sur ]-1 ; +oof.
| o _ T 1
Lafonction h admet des primitives sur ]-1 ; +oo[. On pose u(x) = +1 u@ (x+ 12

Dot h(x) = - u'(X) €®. Les primitives de h sont alors de laforme: H(x) = -e** L4k o0 KOR.

V. Croissances comparées
Propriétés : Pour tout entier naturel n,

. Inx ) .

lim —-=0 ; lim Ss=+0 e Ilim X"&=0
X —» +0 X X - 400 X X — -00
On traduit cesrégles par :

«A I'infini, I’ exponentielle de x I’ emporte sur toute puissance de x », et « al’infini, les puissances de x
I’ emportent sur le logarithme de X ».

lim x2+2x—-3= lim x=+0 e lim €=0.0nestdonc en présence d’ une forme indéterminée.

X — -00 X —» -0 X — -0

Pour tout réel x, g(X) =x2 e+ 2x & -3 €.

Or lim x2€=0; lim 2x€=0¢et lim -3€=0 donc lim g(x)=0.
X - -0

X — -00 X - -0 X — -00

V1. Croissance exponentielle

Définition : Pour tout réel a > 0 et tout réel b, le nombre a° est défini par : a° = e°'"?,

Lesregles de calcul, connues dans le cas d’ exposants entiers s’ étendent aux exposants réels non

entiers.
Propriété : Pour tousréelsa>0eta’ >0, ettousréelsbetb’ :
b
.« (@@)°=axa’ e =" . §5=%§
b
a _p , ,
° aﬁr:ab b N (ab)b :abb

2
Exemple: si a> 0, simplifier ﬁz—a)g.
a

49,75

Calculer IZL1§D



Propriété : a est un réel strictement positif et n un entier naturel non nul.
1
Alors: %”H =a;
1
a" est I’unique nombre strictement positif dont la puissance n-ieme est égale aa.

1
Définition : Pour tout entier n > 1, pour tout réel a> 0, a" est laracine n-ieme de a, et on note :

.
an=+/a.

Définition : a étant un réel strictement positif, on appelle fonction exponentielle de base a, la

fonction x — a*, ¢’ est adirex > e'"?,
Cette fonction est définie sur R.

« Pour tout x réel , €'"2> 0, donc a* > 0.

« Lafonction x — a*est delaforme x — €' avec u(x) = xIn a.
L es propriétés de cette fonction se déduiront donc de celles de la fonction exponentielle.
* S onposea= e, onretombe sur lafonction exponentielle.

Fonction dérivée de x+— a* (a > 0)
Ladérivée delafonction x — a* est lafonction x — a*In a.

« S f(x)=3dors f'(x) =3In3.
+ S g9 = (2 dlors g (x) = (2 In\2=5In 2 X(2)"

On en déduit le sensde variation de f: x— a* (avec a> 0).

f’(X)=a‘lna et a*>0 pourtout x réel. Donc :

Propriété :

» Lorsgquea> 1, lafonction x — a* est strictement croissante sur R.

» Lorsque0O<a<1,lafonction x> & est strictement décroissante sur R.

Limitesen -o et en +o0 dex > & (a>0)
e Lorsquea>1, lim a*=0 et lim &' =+w

X - -00 X — +00

» Lorsque0<a<l, lim a‘=+w et lim a=0.

X - -0 X — +0o

Courbes représentant x — a&* (a> 0)

0wl




Danslecasoua= 1, lafonction x — a" est constante et égale a 1. Sa courbe représentative est alors
ladroite d’ équationy = 1.

Propriété : v est la suite géométrique de raison a > 0 et de premier terme vp > 0.
* Si0<ax<1,vest décroissante. On parle de décroissance exponentielle.

* Sia=1,vest constante.

* Sia>1,vest croissante. On parle de croissance exponentielle.



