LIMITES & ASYMPTOTES

I) Limtites en + o et en — o
1) Limites intuitives (A Savoir !...)

Théoremes (admis): | . (x) = -0 lim (x) = + 0 et
x—-00 x—+00 lim xl>:0 lim )%)ZO
lim (x2) = +o0 lim (x2) = + o o
x—-00 x—+00 1 1
lim (x?) = -o0 lim (x3) = o0 lim )= 0 lim (;) =0
x—-00 x—+00 X0 Fo%0
lim (x4) =+ lim (x*) =+
x—-00 x—>+00 .. etc
.. efc

2) Limite des fonctions polynomes

Théoreme : La limite a I'infini d’une fonction polynome est égale a la limite du mondme de plus haut degré

Soit en notation mathématique :

lim (ax"—i—bx”*l—i—cx"*z—i-...—i—f) = lim (ax") =+ «© pour neN
x—>0 x—00

. — n n—1 n-2 — n b ¢ L

preuve :  f(x)=ax"+bx"'+cx" 2+ ... +f = (x7) at -+ 5t
Or, lim(a)=a ; lim (2):0 . lim (%):0 .. jusqwa lim (in):o
x— 00 x— 00 X x—00 X x— 00 X
Y b ¢ PR
Donc, onobtient : lim{a+ =+ S+...+ = |=a
500 X X X

De plus, lim (x”) = £oo  (selon la parité de n) , d’ou le résultat annoncé par "produit" ...

x— 00
exemples : a) f(x) =3x2—4x+5  limf(x) = lim (3x2) = 40
x—-00 x—-00
lim f(x) = lim (3x2) = +
x—+00 x—+00
b) g(x) =-2x2+3 lim g(x) = lim (—2x2) = _w
x—-00 x—-00
lim g(x) = lim (-2x2) = -
x—+00 x—+00

¢) h(x)=-4x3+x2-2x+4 lim A(x) = lim (-4x3) = 40

x—-00 x—>-00
lim A(x) = lim (-4x3) = -0
x— +00 x—+00

d) k(x) = x4—6x2+1  lim k(x) = lim (x*) = +oo
x—-00 x—-00
lim k(x) = lim (x*) = 40
x—+00 x—+00



3) Limite des fonctions rationnelles

Théoreme : La limite a I'infini d’une fonction rationnelle est égale a la limite des quotients des monomes de
plus haut degré

Soit en notation mathématique :

ax"+bx" '+ cx" 4. +f

lim (a'x”+b'x”1+c’x1’2+ +f’)
x—00

a xP

0
. ax" \_J 4 p
= lim| == |=9 7 seclonlesdegrés netp
x—00

+o0

@0@+%+§+m+£>

reuve - f(x)  _ ax"+b" e 24 4 f _
breuve . - ’ rp—1 r.p-2 ’ - ' ' '
g(x) a'xP+b'xp 14 c'xP 24 4 f (xp)(a’—l—b——i—c—z—i—...—i-L)
X X x?
a+i+x2+ +i
= (xmr) X avec nelN et peN

a+b+ S+ +L

Or, lim(a+é+%+...+é):a et hm(a +b—+c—2+...+L):a’
X X X

x—00 X x—00 xP
a+ 24 St L
. X X" a
Donc, lim s ==
oo\ a’+ + Attt L a
On distingue alors 3 cas :
I“cas: n<p
lim (x*-7) =0 donc limf(x) = 0>< — =0
x—00 x—00
2™ cas: n=p
lim (x"-7) =1 donc lim f(x) = 1>< — = i'
x>0 X —> 00 a

3™ cas: n>p

lim (x*~7) = o0 donc limf(x) =+ o

x—00 x—>00
. o 2x+3 ) . 2x ) . 2\ _
s o= B s [25)=m (300
2
lim f(x) = lim ( xzjz lim (—31):0
x— +oo  x—> oo "3X g0t X
Tx*—x34+3x2+1 . . 7x* . 7
b) g(x) = lim g(x) = lim ( ): lim (——ﬂ):—oo
3x2-2x+4 00 o0 -3x2 o0 3
. . 7x* . 7
lim g(x) = lim ( ): lim (——xZ):—oo
x—+00 x—+00 -3x2 x—+00 3
-3x24+5x—1 . . -3x2 . 3 3
o) h(x)=—F—7— lim A(x) = lim ( ): lim (——):——
5x2-3x+4 00 o ooh X PN 5

. . -3x2\ _ .. 3 __é
lim 2(x) = lim (sz)—hm (5)— 5

x— +00 x—+00



II) Limites en a ( avec a cR)

1) Cas ouac%;

Théoreme : La limite "en " d’une fonction numérique quelconque f est I'image de a par f

exemples :

Soit en notation mathématique :

lim f(x) = f(a) = b

X—>a

a) f(x) = -3x24+3x-5 9=IR donc 2e¥; donc lim f(x) = f(2) = -11

-2x+4
b =
)8(x) 5x24+1
4x-3
h = —
¢ ) x2+x

-6

=R donc 19, donc limg(x):g(l):%
x—>1

2) Cas ou a est une "valeur interdite"

Théoreme : Si a est une "valeur interdite" pour f alors :

on calcule les 2 limites :

x—a
x<a

lim f(x)

et limf(x)

x>a

en utilisant les "opérations sur les limites" suivantes

Propriétés : "Opérations sur les limites"

a) Limite de kxf (ou k est un réel donné )

;=R\(-3;2) donc 0y donc lim h(x) = h(0) = %

lim f L + o0 - oo
limkxf (aveck>0) kL + o0 - o0
limkxf (aveck<0) kL ) + o0
b) Limite de f'+ g
lim f L L L + o0 -0 + o0
lim g L’ + o0 - o0 + o0 - oo - o0
lim(f+g] L+L + o0 - o0 + o0 - o0 ?
c) Limite de f.g
lim f L |[L>0]|L>0|L<0|L<0] 400 | 00 - 00 0

limg L’ + oo - oo + oo - + o - 0 ) + oo

ou - oo
lim(f.g) LXL | +o - o0 - +o0 | 400 - oo + o0 ?
d) Limite de £
8
Cas ou la limite de g n’est pas nulle Cas ou la limite de g est nulle
lim f L L +o00 |400 |-o00 - o0 +o0 |L>0 L>0 L<0 L<0 0
Ou-c|ou+o |OU+o |ou-oo ou - oo
lim g L |4+ L’>0|L’<0|L">0|L><0|4+e |0avaleur|0avaleur|0 a valeur |0 a valeur|0
ou - oo ou - oo | positive | négative | positive | négative

llm‘i L’ O + oo - o - 00 + oo 7 + oo - o - o + oo 7

g L

Rque : les cases "en jaunes" correspondent aux "formes indéterminées"




III) Les Asymptotes

1) Les asymptotes verticales

Définition : Si |lim f(x) =+ oo| et/ou si |limf(x)==* o

xX—>a xX—>a

x<a xX>a

Alors on dit que la droite (A) d’équation x = a est asymptote verticale a €;.

2x—

X —

exemples : a) f(x) = Ona: linif(x) =-w et hn}f(x) = 4o (le verifier !...)

x<4 x>4
Donc, la droite (A) d’équation x =4 est asymptote verticale a €.

2
b) g(x)=3- P Ona: lin(l)f(x) =+ et lin(l)f(x) =-00 (le verifier !...)
x<0 x>0

Donc, la droite (A’) d’équation x =0 est asymptote verticale a €,,.

Hlustrations graphiques :
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2) Les asymptotes horizontales

Définition : Si |limf(x)=b| (resp. Si |limf(x)=5b'|)
x—-00 x — +00
Alors on dit que la droite (D) d’équation y = b est asymptote horizontale a €;, en -

(resp. selon la cas la droite (D) d’équation y = b’ est asymptote horizontale a €;, en +0 )

2x —

x
x—4

exemples : a) f(x) = Ona: limf(x)=2 et limf(x)=2 (le verifier !...)

x—-00 x—+00
Donc, la droite (D) d’équation y =2 est asymptote horizontale a €; en -oo et en +oo.

2
b) g(x)=3- e Ona: limf(x)=3 et limf(x)=3 (le verifier !...)
x—-00 x—+00
Donc, la droite (D’) d’équation y = 3 est asymptote horizontale a €, en -0 eten +oo.

Hlustrations graphiques :




3) Les asymptotes obliques

Définition : Si | lim (f(x)—(ax+b))=0

x—00

Alors, on dit que la droite (D) d’équation y = ax+ b est asymptote oblique a €;en -oo et/ou en +oo.

exemples : a)f(x):2x—1+%. Ona: lim(f(x)—-2x—1))=0 et lim(f(x)—(2x—-1))=0
x—

x—-00 x—+00
Donc, la droite (D) d’équation y = 2x— 1 est asymptote oblique a €;en -0 et en +oo.

T340 gt fim (A —(-x44) =0 et lim (Fx)—(-x+4) =0

x+1 2300

b) g(x) =

x—+00
Donc, la droite (D) d’équation y = -x +4 est asymptote oblique a €, en -oo et en +o0.

Hlustrations graphiques :
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IV) Limites & Asymptotes des autres fonctions

1) Les fonctions irrationnelles
exemples : a) f(x) =\/x2—2x+2

Montrer que la droite (D) d’équation y = x—1 est asymptote oblique a €;en +oo

et que la droite (D’) d’équation y = -x + lest asymptote oblique & €;en -oo

b) flx) = =22

x f—
Montrer que les droite (A) et (A’) d’équation x = -1 et x = 1 sont 2 asymptotes verticales a €,

7

et que les droite (D) et (D’) d’équation y = -1 et y = 1 sont 2 asymptotes horizontales a €;en +

2) Les asymptotes trigonométriques (ou circulaires)

exemples : a) f(x) =3cos(2x+1)—2sin(-x+2) (Effectué en classe ...)

4cos(-3x+1)

0)fx)= cos(x—2)

(Effectué en classe ...)



