Chapitre 4 : Logarithme népérien

I. La fonction logarithme népérien

a) Définition

Soit fla fonction définie sur ]O ; +oof par : fix) = %

Cette fonction est continue sur ]0 ; +oo[ et admet alors des primitives sur 0 ; +oof.

Définition : La fonction logarithme népérien, notée In, est I’'unique primitive de la fonction x — %

définie sur ]O ; +oo[ et qui s’annule en 1.

b) Conséquences
eInl=0

¢ [a fonction logarithme népérien est dérivable sur ]0 ; +oo[ et pour tout x > 0, In’(x) = v

1 ) . .
e Pour tout x> 0, " > 0, donc la fonction In est strictement croissante sur ]0 ; +oo[.

¢) Sens de variation et équations, inéquations

Propriété : Pour tous réels a et b strictement positifs,
¢ Ina>Inb équivauta a>b
® Ina=Inb équivauta a=»>

Conséquences : Pour tout réel x strictement positif :
® Inx=0 équivauta x=1

® Inx<0 équivauta O0<x<1

® Inx>0 équivauta x> 1

Applications : Résolution d’équations et d’inéquations

e Meéthode : pour résoudre une équation du type In u(x) =1In v(x) (respectivement une inéquation
du type In u(x) 21Inv(x) ) :

- on détermine I’ensemble des réels x tels que u(x) >0 et v(x) > 0 (dans ce cas I’équation est bien
définie) ;

- on résout dans cet ensemble I’équation u(x) = v(x) (respectivement I’inéquation u(x) = v(x)).

¢ Résoudre I’équation : In(x2 - 4) = In(3x).

- on cherche les nombres x tels que x2—4 >0 et 3x> 0.

Or x2-4>0 lorsque x€]-o0;-2[U]2 ; +oo[ et 3x >0 lorsque x> 0.
L’équation sera alors résolue dans 1’ensemble E = ]2 ; +oof.



- de plus x2—4 =3x signifie x2—3x—-4=0.
On trouve A =25 et les solutions sont x; =-1 et x, =4. Or4€E et -1¢E,
donc la seule solution de I’équation In(x? —4) = In(3x) est 4.

¢ Résoudre I’inéquation : In(2x + 4) > In(6 - 2x).

On cherche les réels x tels que 2x +4 >0 et 6 —2x >0, c’est a dire tels que x >-2 et x<3.
L’inéquation doit alors €tre résolue dans I’ensemble : E = ]-2 ; 3].

De plus, 2x + 4 2 6 — 2x équivauta x = % L’ensemble des solutions est alors : ]-2 ; 3[0% ; oo,

c’est a dire [% ; 3.

¢ Résoudre I’équation : In(2x —4) =0

In2x —4) =0 équivauta 2x—-4 =1, c’estadire x = % La seule solution de 1’équation est donc %
e Résoudre I’inéquation : In(x - 10) < 0

In(x — 10) <0 équivauta O <x—10<l,c’estadire: 10<x< 11.

L’ensemble des solutions est alors : ]10 ; 11[.

II. Propriétés algébriques

Propriété : Pour tous réels a et b strictement positifs, In(@ xb) =Ina +Inb

Propriétés : Pour tous réels a et b strictement positifs :

1 a
° ln(l;) =-In(b) ° ln(zj =In(a) — In(b)
n 1
e pour tout ne Q, In(@”) = n In(a) e In(\a) = 5 In@
Exercice : Simplifier chacune des expressions suivantes :
A=1n8+1n10+1n41—0 B=In3x-In3 C=ln%+ln§—ln23
D=In7>+21n49 E=41n25-21n4/5

ITI. Etude de la fonction In
Nous avons déja vu que la fonction In est dérivable et strictement croissante sur [0 ; +oo.

a) limite en + et en 0

o lim Inx = 4o,
X — 400

o lim Inx =-
x—=0

Application : Etudier la limite en +oo de chacune des fonctions suivantes.
a) Pour tout réel x > 3, f(x) =In(x2-3x + 1).

b) Pour tous réels x > - %, g(x)=In2x + 1) — In(x + 3).

a) festla composée de deux fonctions : fix) =uov(x) ou v(x)=x2—-3x+1 et ux)=Inx

lim x-3x+1= lim x2=+4c et lim Inx=+c donc lim f(x) = +co.
X —> +oo X —> +oo X —> +oo X —> +oo

b) g(x)=In(2x + 1) —In(x + 3) = 1{%}.



g est la composée de deux fonctions : g(x) =u o v(x) ou w(x)= et u(x)=Inx

lim 2X+1= lim §= Iim 2=2 e lim Inx=In2 donc lim g(x)=1In2.
x> +0 X+ 3 X—+0 X x—> oo x—2 X — +o0

x+ 1
+3

b) Tableau de variation de la fonction In
X O +oco
“+oo

In

T est la tangente a la courbe C
représentative de la fonction In

au point A d’abscisse 1.

Une équationde Test:y=x-1

La courbe C est en-dessous de T sur
10 ; +oo[, donc pour tout x > 0,
Inx<x-1.

¢) limite en +oo de 12X

Propriété : lim Inx_ =0

X400 X

fest dérivable sur ]0 ; +oo[, et pour tout x > 0, f’(x) = % L IJ&

Ax x
Sur 10 ; +oof, f°(x) est du signe de 1 —/x. x |0 1 oo
Le tableau de variation permet d’affirmer que, pour tout x > 0, f ) + 0 -

f(x) <0, c’est a dire Inx < 2\[x,
d, \ ln_x< 2 f \
o
In x . In x

Or pour tout x > 1, 0<—< et lim =0. Donc lim —=0.
\/} Hm\ﬁc

IV. L’équation In x = m

a) équationInx =m
D’apres le tableau de variation de la fonction In, on déduit :
Propriété : Pour tout réel m, I’équation In x = m admet une unique solution dans ]0 ; +oof.

En particulier, pour m = 1, la propriété précédente permet d’affirmer qu’il existe un seul réel dans
10 ; +oo, tel que In x = 1. Ce réel est noté e. On obtient e = 2,718.

b) Le nombre €¢” pour un réel m quelconque
Pour tout entier relatif n, In(e") = n.
En effet : In(e") =nxIn(e)=nx 1 =n.

De facon plus générale, méme lorsque m S T ' E ' ' m '

n’est pas un entier, on note ¢” la seule / -

solution de I’équation In x = m.

Applications :

a) Résoudre I’équation : In(2x — 1) = -5 X .
o

1 . e+
5 La seule solution est alors 5

Cela équivaut 2 résoudre : 2x— 1 =¢”. On obtient : x =



b) Résoudre I’inéquation : In(1 - 5x) > 1.

Cela équivaut a résoudre In(1 — 5x) > In(e), c’est a dire 1 — 5x > e, donc x < %.
—e

5 L

. 1
L’ensemble des solutions est alors ]-o ;

¢) Résoudre I’inéquation : In(x + 1) <2
Cela revient a résoudre In(x + 1) < ln(ez), Cestadire0<x+1<e’ Donc-1<x<e’—1.
L’ensemble des solutions est alors : -1 ; e 1[.

d) Résoudre I’équation : Inx)?-=3Inx -4 =0.

On pose X = In x et on obtient I’équation : X2 - 3X —4 =0 qui est une équation du second degré :
A =25. Les solutions sont alors : X;=-1 et X, =4.

On résout alors les équations :

Inx=-1 etonobtient: x=¢"

Inx=4 eton obtient : x =e".

Les deux solutions de I’équation sont alors elete.

V. Fonction In u

a) Dérivée de In u
Propriété : Si u est une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle I,

2

alors la fonction In u est dérivable sur L et : (In 1)’ = u;

e festla fonction définie sur 3 par fix) = In(x% + 1).

Le polynome u définie par u(x) = x2 + 1 est strictement positif et dérivable sur 3.
2x

2+ 1

Donc fest dérivable sur 3 et f’(x) =

e La fonction g : x — In(2x — 1) est définie pour 2x — 1 > 0, c’est a dire pour x > %

Alors g est dérivable sur ]% ; +oo[, et pour tout xe ]% ;4oo, g7(x) = T

b
b) Primitive de "7

Propriété : u est une fonction dérivable sur un intervalle I, ne s’annulant pas sur I. Alors, une

)

N . u .
primitive sur I de la fonction ” est la fonction :

® x> In(u(x)) si u(x)>0surl;
® x> In(u(x)) si u(x) <O surL

e Sur I’intervalle ]-eo ; O[, x est strictement négative.

Une primitive sur ]-oo ; O[de la fonction x i est donc la fonction x — In(-x)

3 )
2 u
T présente sous la forme ~, avec u(x) = x* + 2. Or pour tout x de 3,

x*+2> 0. Donc une primitive de fsur 3 est la fonction : x — In(x* + 2).

e Lafonction f: x>

VI. La fonction logarithme décimal

Définition : La fonction logarithme décimal, notée log, est la fonction définie sur ]0 ; +oo[
nx
par: logx = In 10°

Ainsi log(1) =0, log(10) = 1.



