Chapitre III : Dérivées de fonctions composées et primitives
I. Dérivées de fonctions composées

Propriété 1: g est une fonction dérivable sur un intervalle J.
u est une fonction dérivable sur un intervalle I tel que, pour tout x de I, u(x) appartient a J.
Alors la fonction f= g o u est dérivable sur I, et pour tout xde I :

@) =g (u(x)) X u (x).

On remarque que fest la composée de deux fonctions g et u définies par :
pour tout x € [1 ; +oo[, u(x) =5x—2 et pourtoutx € 3", g(x) = \/;c

u est bien strictement positive sur [1 ; +oo[, donc fest bien définie sur [1 ; +oo[.
u est dérivable sur [1 ; +oof et pour tout x € [1 ; +oo, u’(x) = 5.

g est dérivable sur ]0 ; +oo[ et pour tout x € ]0 ; +oo[, g’ (x) = L.
2|x

Donc d’apres la propriété précédente, f= g o u est dérivable sur [1 ; +oo[ et pour tout x € [1 ; +oo[,
5

N}

Propriété 2 :

Soit © une fonction dérivable sur un intervalle I et » un entier relatif différent de O et de —1.
Alors la fonction u" est dérivable :

® en tout point de I, lorsque n > 2,

¢ en tout point de I ol # ne s’annule pas lorsque n < -1.

De plus : (")’ (x) = n[u(x)]" ™" x u’ (x).

fpeut s’écrire sous la forme u” avec u définie sur 3 par u(x) = 5x2 — 3x.
u est dérivable sur 3 et u’(x) = 10x — 3.
Donc fest dérivable sur 3 et f’(x) =4 X (5x2 — 3)c)3 X (10x - 3).

Pour tout x > - % fx) = 2x+ 17 =[u@x)]” avec u(x) = 2x + 1.

u est dérivable sur I et ne s’annule pas sur I ; donc fest dérivable sur 1.
Pour tout x € I, £°(x) = -3 X [u(x)]” " xu’ ().
Oru’(x)=2,donc: f’(x)=-6x(2x+1)*= o

Q2x+ D*

Propriété 3 : u est une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle 1.

Alors la fonction f=[u est dérivable sur I, et f’(x) = e

2 u()

Si u et g ont le méme sens de variation, alors f= g o u est croissante
Si u et g ont des sens de variation différents, alors f= g o u est décroissante.

e fest la fonction définie sur I =[2 ; + oo[ par f(x) =/x —2

f=gou avecu(x)=x-2 et g(x) =\/;c.

u est strictement croissante sur I et pour tout x € I, u(x) = 0.

g est strictement croissante sur [0 ; +oo[. Donc fest strictement croissante sur I.



e fest la fonction définie sur I = |1 ; +oo[ par fix) = ﬁ

f=gou avec u(x)=x-1 et g(x):%.

u est strictement croissante sur I et pour tout x € I, u(x) > 0.
g est strictement décroissante sur ]0 ; +oo[.
Donc fest strictement décroissante sur 1.

II. Primitives
Définition : fest une fonction définie sur un intervalle L.
Une primitive de f'sur I est une fonction F dérivable sur I et telle que pour tout x € 1,

F’(x) = f(x).

Exemples : ® Les fonctions définies sur 3 par F(x) =3x—1 et G(x) =3x+ % sont des primitives de

la fonction fdéfinie sur 3 par f(x) = 3.
e La fonction définie sur 3 par F(x) = %xZ est une primitive de la fonction f définie sur

3 par f(x) =5x.
Théoreme : Toute fonction continue sur un intervalle I admet des primitives sur L.

Propriétés :

e Addition : Si F et G sont des primitives respectives, sur un intervalle I, des fonctions fet g.
Alors (F + G) est une primitive sur I de (f + g).

¢ Si F est une primitive de fsur un intervalle I et si k est une constante réelle fixée,

alors kF est une primitive sur [ de kf.

Théoréme : f est une fonction définie sur un intervalle 1.
1. Si F est une primitive de fsur I, alors toutes les fonctions x — F(x) + k, ou k est un réel

quelconque, sont des primitives de fsur L.
2. Si F et G sont deux primitives de fsur L, alors il existe un réel k tel que pour tout x de I,
G(x) = F(x) + k.

Théoreme : Soit fune fonction définie et continue sur un intervalle .
Soit xp un réel appartenant a I et yy un réel quelconque, il existe une primitive G et une seule de f
telle que G(xp) = yo.

a) Donner une primitive de fsur 3.
b) Donner toutes les primitives de f'sur 3.
¢) Donner la primitive G de fsur 3 telle que G(-1) = 0.

Solution :

a) Une primitive de fsur 3 est la fonction F, définie par F(x) = x2 + 3x.

b) Toute primitive de fsur 3 est une fonction G telle que : G(x) =F(x) + k=x2+3x+k (ke 3).
¢) G(-1)=0équivauta 1 -3 +k=0; donck=2.

Donc la primitive G de ftelle que G(-1) = 0 est définie sur 3 par G(x) = x2 + 3x + 2.

On obtient des primitives de fonctions usuelles par lecture inverse du tableau des dérivées. Dans les
tableaux suivants, k désigne un réel quelconque.



Fonction f définie par Primitives F de f définie par sur I
f)=c _ _
(ol ¢ est une constante) Fx) =cx+k I=3
f(-x)=.X:l F(_x): n+1+k I=3
(ne £) n+1
-1 =10 ; +oof
o= F(?C)_—ll>< nl STtk ou
(ne[etn;tl) [=]-o00;0[
fx) = \/— Fx)=2/x +k 1=10; +oof

Cas particulier : si fix) = 1 5> On obtient comme primitive : F(x) = —% + k.

ntl -1 x%+k.
X

Dans ce deuxieme tableau, on note D, le domaine de définition de la fonction u, et D, celui de v.

Fonction f Primitives de f sur
cu ol ce 3 cu+k D,
uw+v u+v+k D, N D,
wXu 1 it 4k D,sin>0 .
ou ne Q\{-1} n+1 D,\{x tels que u(x) =0} si n<0
u’
Ja Nu+k D.\{x tels que u(x) <0}
wXxXO ou) vou+k Dyov
Exemples :

e Cherchons les primitives sur ]0 ; +oo[ de la fonction fdéfinie par f(x) = - # + x2.

fest continue sur ]0 ; +oo[, elle admet donc des primitives sur ]O ; +oof.

Une primitive de la fonction SRS SR SO W SO t-lx L 2=l
Cp € d¢ la ronction x gg—gx*j—gxes 8—3+1x_16x'

1
X =ox

2+17 3

Une primitive de x = x? est

La fonction fadmet donc pour primitives les fonctions F définies par : F(x) = le + %xS + k (ke3).

e Cherchons les primitives sur ]-1 ; 1[ de la fonction fdéfinie par f(x) = (x+xl)2

fest continue sur ]-1 ; 1[ (fonction rationnelle), elle admet donc des primitives sur ]-1 ; 1.

’

u . .
festde la forme g Avee u(x) =x2— 1. La fonction fadmet donc comme primitives sur ]-1 ; 1] les

fonctions F(x) = - x21— It k ou ke 3.

3
e Recherche des primitives de la fonction fdéfinie sur 3 par f(x) = \/itx—l
X+

Pour tout x réel, x*+1>0 et la fonction fest continue sur 3, elle admet donc des primitives F sur 3

u 4
= avec u(x)=x"+1.
f i (x)
On obtient alors : F(x) =2/x" + 1 + k aveck € 3.



III. Fonctions cofit
On considere une entreprise produisant au cours d’une période une quantité ¢ d’un certain produit.
Le colt total d’une quantité g est alors exprimé par une fonction C(g). Cette fonction est appelée
fonction coiit total. Elle est positive et croissante.
Le cofiit fixe est C(0), tandis que le coiit variable est alors C(g) — C(0).

@

Le colit moyen unitaire est alors défini par Cyi(g) = . On appelle colit marginal de ¢, le colt de

fabrication du (g + 1) produit. On le note Cry(¢) et on admet que Cn(q) = C’(g).
Ainsi le cofit total C est une primitive du colit marginal Cy,.

Exemple :
Une entreprise qui fabrique des objets estime que le cofit total, en milliers d’euros, de production de

x tonnes d’objets s’exprime, en fonction de x, par : C(x) = x* = 12x% + 60x.
1. Etudier les variations de la fonction x — C(x) sur [0 ; +oo].

Le colit moyen de fabrication est donné par Cy(x) = % (pour x > 0)

2. Quel est le colit moyen de fabrication de 500 kg ?
3. Exprimer Cy(x) en fonction de x, puis étudier les variations de la fonction x > Cy(x) sur [0 ; +oof.

4. Tracer la représentation graphique (G) de la fonction x > Cy(x) dans un repere orthogonal
0; 1, T). (en abscisse : 1 cm pour 1 tonne ; en ordonnée : 1 cm pour 10 000 euros)

On note Cy,(x) le colit marginal de x, et on admet que Cp(x) = C’(x).
5. a) Etudier les variations de la fonction x — Cp(x) sur [0 ; +oo].

b) Tracer la représentation graphique (H) de cette fonction sur le méme graphique que (G).
6. a) Déterminer 1’abscisse a du point d’intersection des courbes (G) et (H).

b) Que représente Cy() pour la fonction x > Cy(x) ?

7. L’entreprise vend sa production 60 000 euros la tonne.
On note B(x) le bénéfice réalisé pour la vente de x tonnes.
a) Vérifier que B(x) = X+ 124°

b) Etudier les variations de la fonction x — B(x).

¢) Pour quelle valeur de x le bénéfice est-il maximal ?
Vérifier alors que, pour cette valeur de x, le colit marginal est égal au prix de vente unitaire.

Solution :
1. C est une fonction polyndme, elle est alors dérivable sur [0 ; +oof.
C’(x) =3x2 -2 % 12x + 60 = 3x2 — 24x + 60.
Déterminons le signe de C :
A=(-242-4%x3%x60=576-720=-144
A <0, C’ est donc du signe de 3, c’est a dire C’(x) > 0 pour tout xe [0 ; +oof.
C est alors strictement croissante sur [0 ; +oo[.
Tableau de variation :
x |0 400
C’(x) + C0)=0"-12x0*+60x0=0
lim C(x)= lim X’ =+oco

oo
/ X = +oo X = +oo

0

Le colit moyen est donné par Cy(x) = %

2. C(500) = 500° — 12 x 500 + 60 x 500 = 125 000 000 — 12 x 25 000 + 30 000



=125 000 000 — 300 000 + 30 000 = 124 730 000

Done Cpy(500) = 122730900 _ 5 19 460,
3 2
3. Cylx) = Cix) p _12); 60X _ 2 12r 460

Cw est une fonction polynome, elle est alors dérivable sur [0 ; +oof.
Cv'(x)=2x—-12

alors : C’(x) >0 pour x>6 et

Cm'(x) <0 pour x<6
Cw est alors strictement décroissante sur [0 ; 6] et strictement croissante sur [6 ; +oo].
Tableau de variation de Cyr:

Cm(0)=02-12x0+60=060

X 0 6 +o0
Cum’ (%) — 0 +
60
Cm

too | Cm(6)=62—12X6+60=36-72+60=24
lim Cy(x)= lim x2= +oo

\ / X — +oo X —> too

24

On note Cy,(x) le colit marginal de x. Cp(x) = C’(x)
5.a) Cpy(x) = 3x2 — 24x + 60.
C, est une fonction polynome, elle est donc dérivable sur [0 ; +oof.
C(x)=6x-24

alors : Cy,’(x) >0 pour x>4

Cn’(x) <0 pour x<4
C., est donc strictement décroissante sur [0 ; 4] et strictement croissante sur [4 ; +oo].
Tableau de variation de C, :

Cn(0)=3x02-24%x0+60=060

x |0 4 400
Cn’ (%) - 0 +
60
Cn

4oo | Cpn(4)=3x42-24%x4+60=48-96+60=12

\ / lim Co(r)= lim 3= +o0
X = 400 X — 400

12

rd
1

»l
»

6. a) Par lecture graphique, on obtient ot = 6.

b) Cm(o) est le minimum de la fonction Cy sur [0 ; +oo[.

7. a) Le prix de vente de x tonnes, en milliers d’euros, est 60x.

Le bénéfice réalisé pour la vente de x tonnes est alors :

B(x) = 60x — C(x) = 60x — (x’ — 12 + 60x) = -x” + 12x°.

b) B est une fonction polyndme, elle est donc dérivable sur [0 ; +oof.
B’(x) = -3x2+ 24x = -3x(x — 8)

Les racines du trind6me sont O et 8.
alors, B’(x) >0 pour xe]0; 8[

et

B’(x) <0 pour xe]8 ; +oo[..

B est donc strictement croissante sur [0 ; 8] et strictement décroissante sur [8 ; +oo].
¢) B admet alors un maximum en 8 qui est B(8) = -8” + 12 x 8% = -512 + 768 = 256



Le bénéfice maximal est atteint pour 8 tonnes et est de 256 000 euros.
Cn(8)=3%x8-24x8+60=192-192 + 60 =060
Le colit marginal vaut bien le prix de vente unitaire.



