Dérivation

1 Deérivées des fonctions usuelles:

Pour savoir @river, il faut d’abord conritre les erivées des fonctions de base que vous pouvez retrouver dans le tableau ci-
dessous.

Fonction Fonction dérivée | pour tout = de | Exemples

f(z)=a f(x) =0 R f@)=3= f(x)=0

fla) =2 = fla) =1
fl@)=azx+b fl(x)=a R
flz)=20—-4= f'(x)=2

fx)=2%= f(z) =22
f(x)=a" (neN) | f'(x) =na"! R
f(z) =23 = f'(z) = 322

fa) =1 fo=-% |®
1 f@)= 5 = f@) =
fa@)=— meN) | f0)=-—— |’ 1
fa) = 5 = fa)=
fo) = va f@=gz | el
f(z) =sinz f'(z) = cosx R
f(x) =cosz fl(x)=—sinz | R

2 Etude forme par forme des opérations sur les fonctions dérivables:

Nous allons voir maintenant commerérdver une somme, un produit, un quotient ...

Il est indispensable de bien comprendre comment fonctionne les formules suivantes pour&asairRbur finir, nous verrons
comment @river les fonctions les plus diverses enaemt les formulea utiliser.

Vous pourrez ensuite, avec les tests de ce chapitre, apprendre progressivatiiset ces formules forme par forme (le meilleur
moyen d’apprendra ceriver est de passarla pratique).
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Avertissement :Nous utiliserons par souci de simplification le traditionnel et affreux abus de langage qui consiste par axemple
dire que la érivee dex? estégalea 2z (alors que nous devrions dire en fait que éidee de la fonction quaz associer? est la
fonction quia x associe€x).

Il ne faut jamais oublier que I'on ne doit pas confondre forection f avecf(x) ('image dex par f qui est unrée) et que la
dérivee f est elle-néme undonction qui & toutx associef’(x) (le nombre érive def enz, qui est urrée).

Toujours par souci de simplification, nous ne nowecserons pas dans les exemples les intervalléssfonctions sonté&tivables

afin de nous concentrer sur I'utilisation des formules.

2-1 Forme f+g
Propriété 1
Si f etg sont deux fonctionsé&tivables sur un intervallg alors la fonctionf + g est aussi @rivable su et(f + g)' = f' + ¢'.

Exemples de fonctionnement de cette formule:
1) La dérivée de la fonctiory définie parf(z) = 22 + x est cifinie par:
/ —
fl(x) = 2x + 1
dérivée de x2  dérivée de x

2) La derivee de la fonctiory définie parf(x) = 23 + 4x est finie par:
fl(z) = 32 + 4
~— ~—

dérivée de x3  dérivée de 4x

3) La dérivee de la fonctiory définie parf(z) = /= + E est céfinie par:
T

1 -1
/ _ -
I -
—— ~~

dérivée de \/T 1

dérivée de —

2-2 Forme k- f (k réel)
Propriété 2
Si f estune fonction@rivable sur un intervallé et sik est un el alors la fonctiork - f est aussi @rivable sud et (k- f) = k- f'.

Exemples de fonctionnement de cette formule:
1) La derivée de la fonctiory définie parf(z) = 3 - 22 est ctfinie par:
fl(x)=3- 2z = 6x
~~
dérivée de x2
2) La dérivée de la fonctiory définie parf(z) = —5 - 2 est ckfinie par:
fl(x)=-5- 322 = —1522

dérivée de x3

3) La dérivée de la fonctiory définie parf(z) = — =2- - est c&finie par:
—1 2
flx)=2- PR )
~—
1
dérivée de —
X

2-3 Forme f-g
Propriété 3
Si f etg sont deux fonctionsé@tivables sur un intervallealors la fonctionf - g est aussi @rivable sud et(f-g)' = f'-g+f-¢'.
Exemples de fonctionnement de cette formule:
1) La derivée de la fonctiory définie parf(z) = = - \/x est c&finie par:
1
/ — . . [
f(z) = 1 NEE NG
dérivée de x ~——

dérivée de \/T
2) La dérivée de la fonctiory définie parf(x) = 22 - sin = est cfinie par:

() = 2x sinz + 2% - Cos T
dérivée de z2 dérivée de sinx
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2-4 Forme f2
Propri été 4
Si f est une fonction @rivable sur un intervallé alors la fonctionf? est aussi érivable sull et (fQ)' =2.f.f.
Exemples de fonctionnement de cette formule:
1) La derivee de la fonctiory définie parf(z) = (3z + 1)° est cifinie par:
fllx)y=2- 3 (Bx+1)=63z+1)
dérivée de 3z+1
2) La dérivée de la fonctiory définie parf(x) = (cos x)2 est ctfinie par:
f'(x)=2- (—sinz) -(cosz)=—2-sinz-cosz
——

dérivée de cosx

2-5 Forme %

Propriété 5
Si f est une fonction &rivable sur un intervalld (ou f(x) ne s’annule pas) alors la fonctlojﬁ est aussi drivable surl et

<l)'__i’
i)

Exemples de fonctionnement de cette formule:

est cefinie par:

1) La dérivée de la fonctiory définie parf(z) = 3 ! 1
z —

dérivée de bx—1
~~
5

f(z) = —W

2) La derivee de la fonctiory définie parf(z) = est c&finie par:

x2 43
dérivée de x> +3
=
2z

f’(fU):—W

3) La derivee de la fonctiory définie parf(r) = —— est cfinie par:
dérivée de sinx SuLe
=
Flz) = — cosx

(sinz)?

2-6 Forme .

Propri été 6

Si f etg sont deux fonctionsétivables sur un intervallé (ol g(z) ne s’annule pas) alors la fonctie(n est aussi drivable surl
g

et(i) _ f/-g—2f~g’.
9 9

Exemples de fonctionnement de cette formule:

1) La dérivée de la fonctiory définie parf(z) = 5 71 3 est cefinie par:
Xr
dérivée de Tx dérivée de 2x+3
=~ =
) = (7) 2z +3) — (Tz) - (2) _ Mr+21-14z 21
N (2z + 3)2  (2243)2 (22 +3)2
2
2) La dérivée de la fonctiory définie parf(z) = 3 x+ T est cefinie par:
X
dérivée de x> dérivée de 3z+1
= =~
) = (2r) -3z +1)— (2?)- (3) _ 6x? 22— 32 32+ 2
N (3z +1)2 0 Bz+1)2 (Br+1)2

Dérivation (©P.Brachet - www.xm1math.net 3



2-7 Forme f(ax +b) (a et b réels)

Propriété 7

Soit f définie sur un intervallé, a etb deux Eels et/ un intervalle tel que, pour toutde J, ax + b € I. Si f est cerivable suld

alors la fonctiory définie parg(x) = f(ax + b) est cerivable sur etg’(z) = a - f'(ax +b).

Exemples de fonctionnement de cette formule:
1) La dérivee de la fonctiory définie parf(z) = (4z + 5)° est cfinie par:

fl(x) = 4 3(4x + 5)? = 12(4x + 5)?
~— A
dérivée de 4x+-5 on dérive comme T3 mais avec 4x+5
2) La dérivée de la fonctiory définie parf(z) = v/3z + 1 est ctfinie par:
1 3
f'x) = 3 S — -2
~ 2v3z+1 2v/3x +1
dérivée de 3x+1 ———

on dérive comme /T mais avec 3x+1

3) La dérivée de la fonctiory définie parf(z) = sin(—2z) est cfinie par:

Fa= 22

~—

dérivée de —2x  op dérive comme sin x mais avec —2x

3 Tableau récapitulatif des opérations sur les fonctions dérivables :

cos(—2x)
———

= —2cos(—2z)

Fonction Fonction dérivée
f+g I'+4q
k-f (keR) k- f'
f-g fg+f-g
f? 2-f-f
1 A
f f?
f f9—f-¢
g g*
x+— f(ax +b) ,
(a etb réels) B e fasd)

4 Exemples de dérivation nécessitant l'utilisation de plusieurs formes:

La premere chose faire avant de @river une fonction est deétierminer sa structure (somme, produit, quotient ...) afin de
determiner quelles sont les formawitiliser.

Exemples:
1) Dérivée de la fonctiorf définie parf(z) = 223 + 52% + 72 — 5
La fonction se pgsente d’abord comme une somme de termes, on utilise donc la forme(de cerivée f' + ¢') et pour
dériver2z3 et522 on utilise la formek - f. Ce qui donne:
flx)=2- (32%) +5- (2z) + (7) =622 + 10z +7
—— ~— ~~

dérivée de x3 dérivée de x2  dérivée de Tx—5

2) Dérivée de la fonctiory définie parf(z) = (82% +5) - \/z:
La fonction se pesente sous la forme d’un produit, on utilise donc la fofing (de ceriveef’ - g + f - ¢'). La derivée de
8z2 (formek - f) estégaleas - ( dérivee dex?) = 8 - (2z) = 16x. La dérivee deb est elleégalea 0. Donc la crivee de
8z2 4 5 estégalea 16x.
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3)

D’ou le résultat final :

1 8x2 +5
dérivée de 8x2+5 ——

dérivée de \/T

Dérivée de la fonctiory définie parf(x) = g 7x2
!/

La fonction se pesente sous la forme d’un inverse, on va donc utiliser la fomﬁde cérlvee——) On aura donc besoin

de la cerivee ded — 722
La derivee de—7x? (formek - f) estégalea —7 - ( dérivee dexr?) = —7 - (2x) = —14x. La derivee de4 étant nulle, la
dérivee det — 72? sera don@égalea —14x.
D’ou le résultat final :
dérivée de 4—T7x?

—
(—14x) B 14z
(4—722)% (4—Ta2)?

HORS

5 Calcul d'une équation de la tangente a une courbe en un point:

Propriété 8
Si f est une fonction &finie et érivable sur un intervallé contenant le&el a, alors uneéquation de la tangentela courbe
repesentative dg¢ au point d'abscisse est:

y = f(a) + f'(a)(z — a).

Exemples:

1)

2)

SoitT la tangente la courbe reg@sentative de la fonctiofi définie parf(z) = 2? — 3z + 1 au point d’abscisse .
Uneéquation d&" est:y = f(2) + f/(2)(z — 2)

-on calcule d'abord(2): f(2) =22 -3-2+1=4—-6+1=—1.

-on cérive f: f'(x) = 22 — 3.

- on en éduit la valeur dg’(2): f'(2) =2-2—-3 =1.

Uneégquation d&’ estdoncy = —1 + 1)( —-2)ey=z-3

SoitT la tangente la courbe ref@sentative de la fonctiofi définie parf (z) = ;31 au point d'abscisse1 .
Uneéquation del" est:y = f(—1)+ f'(-1) (z — (1)) &y = f(-1) + f'(-1) (z + 1))

- on calcule d'aborgf(—1): f(—1) = A=D1 _§_

2. (z+3)— (2 _1f;31 2t 6— 2241 7

. (T —(2z—-1)- €T — 2z

-on cerive f: f'(z) = (v 13 = (1#3)2 =G

- on en ekduit la valeur def’(—1): f'(—1) = s 1
Une'equationd@estdonc:y:—%+£(x+1)@y:—§+£x+£@y:ggH.ix
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