Second dege

1 Définitions:

Définition 1
On appelle tridme du second degtoute fonctionf définie surR par f(z) = ax? + bx + ¢ (a,b etc réels avea # 0).

Remarque : Par abus de langage, I'expressior? + bx + c est aussi appeé trirdome du second degyr
Définition 2
On appelle racine du tréme f, tout eel qui annulef.

Exemple : 1 est une racine du tréme2z? + 3z — 5, car2(1)? + 3(1) — 5 = 0.

Remarque : Chercher les racines du timeax? + bz + ¢, revienta résoudre danR I’ équationaz? + bz + ¢ = 0.

2 Factorisation, racines et signe du trindme:
Définition 3

On appelle discriminant du t@meaxz? + bx + ¢ (a # 0), le reel A = b? — 4ac.

2-1 SIiA<O:

Racines :Pas de racine€elles.
Factorisation : Pas de factorisation dais
Signe :az? + bx + ¢ est toujours du signe de

a0

2-2 SIA=0:

. L, . b
Racines :Une racine gelle dite "double” z; = ~5a"
a

Factorisation : Pour toutz, az? + bz + ¢ = a(z — z1)*.
Signe :az? + bx + c est toujours du signe deet s’annule pour = z;.

X -0 x1 +0
axz+bx+c | Signedea ¢ Signedea
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a0

2-3 SIiA>0:
—VA _-b+vA

. L, —b
Racines :Deux racineséelles :x; = —oa etxy 5
a a
Factorisation : Pour toutz, az? + bz + ¢ = a(z — z1)(z — 12).
Signe :az? + bx + c est du signe de a I'extérieur des racines.
(on suppose que; < z3)
X -0 x1 X2 +1

ax?tbx+c | Signede a Signe de (-a) ¢Signedea

a0

x1 X2 xly,r""' 2

3 Exemples de résolution d’équations et d'inéquations du second degré

3-1 Equations du second degré

¢ Résolution dan® de I'équationz? + 2z —3 =0:
(Par rapport aux formules, onaici:=1,b =2 etc = —-3).
Calcul du discriminant: A = b? — 4ac = (2)? — 4(1)(-3) = 16.
Le discriminant est strictement positif, donc le fine admet deux racinesalles qui sont en fait les solutions deduation :

Calcul des solutions :
~b—-vVA -2-16 -2-4

=Ty T T g T ?
o ThEVA 2416 244
T2 21 2

L'ensemble solution est dorft = {—3;1}.
e Résolution dan® de I'equatior2z? — 2v/2z +1 =0:
(Par rapport aux formules, on aigi:=2,b = —2v2 etc=1).
Calcul du discriminant: A = b — 4ac = (—2v/2)2 —4(2)(1) =4-2 -8 = 0.
Le discriminant est nul, donc le tdme admet une seule raciréetle qui est en fait la solution deejuation :
Calcul de la solution :
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b (=2v2) _ V2
2 22 2

L'ensemble solution est dorft = { ? }

e Résolution dan® de I'équation3z? + 4z + 5 =0:
(Par rapport aux formules, on aici:=3,b =4 etc=5).
Calcul du discriminant: A = b? — 4ac = 4% — 4(3)(5) = 16 — 60 = —44.
Le discriminant est strictemenégatif, donc le tribme n'admet aucune racinedlle.
L'ensemble solution est dong = ()

e Résolution dan® de I'équationz? + 42 = 0:
(Par rapport aux formules, on aici:=1,b =4 etc=0).
Commea chaque fois qué = 0 ouc = 0, il est inutile d'utiliser le discriminant et les formules as$ms. Les rathodes
traditionnelles vues en Seconde sont plus simples et plus rapides. Ici, il suffit de factoriger par
P?+4r=0z(z+4)=0z=00uz+4=0zr=00Uur = —4

L'ensemble solution est dore = {—4; 0}
e Résolution dan® de I'équationdz? — 1 = 0:

(Par rapport aux formules, on aigi:=4,b =0etc= —1).
Ici b = 0, il est donc inutile d’utiliser le discriminant et les formules aséesi

1 1 1
41271:0@»49:2:1<:>as2:1@9::iouac:f5

. 1 1
L'ensemble solution est dorg = {—; ——}

[\
[\

3-2 Inégquations du second degré

M éthode ¢enérale : on calcule la valeur du discriminant du time assoéa lI'inéquation. On ené&tuit le signe du tridme sur
R. On cetermine alors I'ensemble solutid) en cherchant les valeurs devérifiant I'inéquation.(Pour les bornes, on applique
les rgles habituelles : les bornes sont toujours ouvertes aux infinis, les autres bornes sont ouveéqedaiitimest de la forme
.-~ < 0ou---> 0 etsontferndes si I'irequation est de laforme- < 0Oou--- > 0.)

Remarque:Sib = 0 ouc = 0, il est inutile d'utiliser le discriminant et les formules as€®s. Les rathodes vues en Seconde
sont plus simples et plus rapides : il suffit égngral de factoriser et de faire un tableau de signes.

Exemples récessitant le calcul du discriminant :

e Reésolution dan® de l'inéquationz? + 4z — 5 < 0:
(Par rapport aux formules, onaigi:=1,b =4 etc = —5).
Calcul du discriminant: A = b? — 4ac = (4)? — 4(1)(-5) = 36.
Le discriminant est strictement positif, lagle est donc "signe dea I'extérieur des racines”. Il faut donc commencer par
calculer les deux racines:

—b— VA —4-36 —4-6

N N
. _—b+\/Z_—4+\/36_—4+6_1
2T e 21 2 T

Signe du trindme surR: (ici « = 1 est positif, donc le tribme est positif I'extérieur des racines eégatifa 'intérieur)
X -0 -5 1 +0

XH+4x-5 + - +

Ensemble solution :les solutions de I'iéquation sont les pour lesquelsc? + 4z — 5 est infrieur ouégala 0. Cela
revienta ceterminer les pour lesquels on a le sigredans le tableau de signe. ¥pS = [—5; 1]. Ce qui peut seérifier
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graphiguement:

e Reésolution dan® de l'inéquation—222 — 52 + 3 < 0:
(Par rapport aux formules, on aiiei:= —2,b = —5 etc = 3).
Calcul du discriminant: A = b? — 4ac = (—5)? — 4(—2)(3) = 49.
Le discriminant est strictement positif, lagle est donc "signe dea I'extérieur des racines”. Il faut donc commencer par
calculer les deux racines:

~b—VA —(-5)—-V49 5-7 1

T
o —b+ VA  —(=5)+V49 5+7 _
T 20 2(=2) 4
Signe du trindme surR : (ici a = —2 est regatif, donc le tribme est Bgatifa I'extérieur des racines et positifl'intérieur)
X —[ -3 12  +0
—2X2-5x+3 - + O -

Ensemble solution :les solutions de I'iéquation sont les pour lesquels-222 — 5 + 3 est strictement irifrieura 0. Cela

o . . . 1 .
revienta ceterminer lesc pour lesquels on a le signe dans le tableau de signe. ipS =] — oo; —3[U]§; +oo[. Ce qui
peut se erifier graphiqguement:

-3 12

¢ Résolution dan® de l'inéquation—2x2 + 5z —4 > 0:
(Par rapport aux formules, on aici:= —2,b = 5etc = —4).
Calcul du discriminant: A = b? — 4ac = 5% — 4(—2)(—4) = —7.
Le discriminant est strictemenégatif, la Bgle est donc "toujours du signe d¥, c’esta dire toujours agatif cara = —2.

Signe du trindme surRR :
X -0 +0

—2X2+5x-4 -

Ensemble solution :les solutions de I'iequation sont les pour lesquels-2z2 + 5z — 4 est su@rieur ouégala 0, ce qui
est impossible vu le tableau de signe. )6’ = 0 .
e Résolution dan® de l'inéquationz? + v2z + 1 > 0:
(Par rapport aux formules, on aigi:=1,b = v/2 etc = 1).
Calcul du discriminant: A = b — 4ac = (v/2)? — 4(1)(1) = —2.
Le discriminant est strictemenégatif, la gle est donc "toujours du signe d& c’est a dire toujours positif cag = 1.

Signe du trindme surR :
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X - +[]
X2+\/2x+1 +

Ensemble solution :les solutions de I'iéquation sont les pour lesquels:? + /2 + 1 est strictement su@ieura 0, ce
qui est toujours le cas vu le tableau de signe. . D®=R.
¢ Résolution dan® de 'inéquationdz? — 4v/3z + 3 > 0
(Par rapport aux formules, on aigi:= 4, b = —4y/3 etc = 3).
Calcul du discriminant: A = b? — 4ac = (—4+/3)? — 4(4)(3) = 0.
Le discriminant est nul, laggle est donc "toujours du signe déc’esta dire toujours positif cad = 4) et s’annule pour la

b_ (=43 _ V3,

"2 2.4 T 2

racine doubler; =

Signe du trindbme surRR :
X -0 \3/2 +0
4xe-A3x+3=0|  + OJE

Ensemble solution :les solutions de l'iéquation sont les pour lesqueldz? — 4/32 + 3 est strictement si@sieura 0, ce

qui est toujours le cas vu le tableau de sigaefpour? .D'ou,S =R — {\f}

4 Relations entre les coefficients et les racines d’'un trindbme

Propriété 1
Soit un tridmeax? + bx + ¢ (a # 0) dont le discriminantA est strictement positif. Les deux racineset z, sont telles que :

b c
T+ a9 =——6€tr1 -0 = —
a a

Application: Cela permet de&erminer rapidement une racine connaissant l'autre, en particulier lorsquedlaeradmet une
racine 'Bvidente”. Remarque : le fait de trouver une racine impliqueéiorent que le discriminant est frgeur ouégala 0. Il est
donc inutile de le calculer!

Exemple :z; = 1 est une racine&vidente” du tridme2z? — 5z + 3. On doit donc avoir :

c 3 ., . R . , , .3
1l zg=—-= 3" D’ou la deuxeme raciner, est forcementegaleag.
a
Une congquence de ces relations entre les coefficients et les racines damériest la propéite suivante:

Propriété 2
Dire que deux nombre®els ont pour somm§ et pour produitP équivauta dire qu’ils sont solutions dari de I'equation du
second deg@r:z? — Sz + P =0.

Exemple : Pour ceterminer (s'ils existent) deuxels dont la somm§ estégalea 6 et dont le produitP estégala 1, on esoud
dansR I' équationz? — Sx + P =0 < 22 — 62 + 1 = 0. OnaA = (—6)% — 4(1)(1) = 32. Il ya donc deux solutionselles:

6 —v32 6 —4v2 6+ v32 6+ 42 ,
= = V2 =3-22etzy = +2 = +2 V2 = 3+ 2v/2. Les deux eels chercés sont doné — 2v/2
et3 + 2v2.

5 Equations bicarrées: az* + bz’ +c =0

M éthode genérale : Pour Esoudre ce genre&juations, on utilise un changement d’inconnue :
2

En posantX = z2, I'équationaz? + bz + ¢ = 0 estéquivalente au sysine
aX?+bX +c=0

Exemple : Résolution dan® de I'equationz* — 722 + 12 =0

X = 22

X2 -7X+4+12=0
On résoud lequation du second dégX? — 7X +12=0:
(=7)=vV1 6 ~(-7N+Vv1_8

A=(=7)2-4(1)(12)=49-48=1,X; = — > - =~ =3 X, = - =4
(=7 —4(1)(12) =49 -48 =1, X4 51 5 =3, Xz 51 5

On poseX = z2, I'équation eskquivalente au syéme{
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OnadoncX = 3 ouX = 4, ce quiequivautaz? = 3 ouz? = 4.
D'ol,z =v3o0uz = —v3o0uz =20uz = —2.
Ainsi, 'ensemble solution est = {/3; —/3;2; —2}.

6 Equations irrationnelles avec des racines carrées

Méthode ¢enérale : On isole la racine cage et on utilise le fait quei A = B alors A> = B? . On obtient une deugime
équation du second deggue I'on Esoud. Ensuite, ovérifie sysématiqguement si les solutions de la dé&mieéquation sont bien
des solutions de &quation initiale. (En effet, on ne prede pas paequivalence mais par implication. L&rnfication est donc
indispensable.)

Exemple : Résolution dan® de I'équationy/4x — 19 = = — 4.
Viz—19=r—-4=42-19=(r-4)?=>42-19=22-82+16=>0=22 -8z + 16 —4x + 19 = 22 — 122+ 35 =0
Résolution de lequation du second degobtenue :

—(-12) - v4 10 —(-12)+v4 14
—_— = — =5, 19 =——F—— = —=T7.

A=(-12)7 —4(1)(35) =4, 21 = ——— 2 21 ?

Vérification :

VA5 —19 = /1 = 1 existe et est bieggala 5 — 4.
VAT =19 = /9 = 3 existe et est bieggala 7 — 4.
L'ensemble solution ests = {5; 7}.
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