Variables aléatoire discretes
I) Définition

Définir une loi de probabilité P d’'une variable aléatoire X c’est associer a
chaque valeur x; de la variable aléatoire un nombre positif p; tel que la
somme des p; est égalea 1

Déterminer la loi de probabilité de X, c’est donner, sous forme d’un
tableau, les probabilités p; des valeurs x;

Exemple 1
Considérons une piéce de monnaie bien équilibrée
On lance deux fois de suite cette piece

On convient que chaque fois que I'on obtient « pile » on gagne 3 € et que chaque fois
que I'on obtient « face » on perd 1 €.

On peut donc définir une fonction X qui a chaque issue de Q associe le « gain » obtenu,
cette fonction prend donc les valeurs 6 (pour PP), 2 pour PF ou FP et - 2 pour FF

Loi de probabilité de X

Gains x; 6 2 -2
Probabilités 1 1 1
pi=P(X=x) 4 2 4

Exemple 2

Un sac contient 15 jetons bleus, 10 jetons rouges, 3 jetons verts et 2 jetons noirs, tous
indiscernables au toucher.

Un joueur extrait au hasard un jeton de ce sac et note sa couleur : B pour bleu, R pour
rouge, V pour vert et N pour noir.

Il marque 3 points si le jeton est rouge, 5 points si le jeton est vert, mais perd 1 point si
le jeton est bleu et perd 3 points si le jeton est noir.

Soit G la variable aléatoire qui donne le nombre de points (positif ou négatif) obtenu par
le joueur.

Déterminer la loi de probabilité de la variable G.

Réponse :
Loi de probabilité de G :

n; -3 -1 3 5
=P(G=mn;) L 1
Pi=FE=" 15 2 6




II) Espérance,variance,écart type

Soit X une variable aléatoire de loi de probabilité ( x; ,p; )1 <i < r
On appelle :

e Espérance de X le nombre noté E(X) défini par

E(X) = p1x1 + p2xz + wenes + p,x, noté aussi E(X) = Y& p; x;

e Variance de X le nombre noté V(X) défini par

V(X) = pi1(x; — EX)? +p2(x; —EX)? + ...+ p,(x, — E(X))? noté aussi
V(X) = ZiZip: (x; — E(X))?

e Ecart type de X le nombre noté o(X) défini par

o(X) = JV(X)

Exemples :
En reprenant les exemples vus plus haut :

Exemple 1:
1 1 1
EX)=6X—-+2x--2Xx—-=2
4 2 4
1 1 1
V(X)=Z(6_2)2+5(2_2)2+Z(_2_2)2=4+4=8
o(X) =8 =22

Exemple 2 :

Les calculs donnent :

17
E(G) = s

1571
V(G) = s ° 6,98
o(G) = 222 ~ 264

225

2) Remarques

e L’espérance d’une variable aléatoire est la moyenne des valeurs qu’elle prend en
considérant que les probabilités sont les fréquences des valeurs.

eLorsqu’une variable aléatoire est définie comme un gain algébrique lors d’un jeu,
I'espérance représente le gain moyen apreés un trés grand nombre de parties.

Ainsi une espérance nulle indique un jeu équitable, une espérance négative indique un
jeu défavorable au joueur et une espérance positive indique un jeu favorable au joueur.



III Loi binomiale

Lorsqu’on procede a n épreuves de Bernoulli indépendantes avec une
probabilité de succes p, la variable aléatoire X qui prend pour valeurs le
nombre de succés obtenus suit une loi binomiale de parametres n et p,
notée B(n, p ) et a pour loi de probabilité :

n
P(X =k) = (k) p*(1 — p)™ ¥ pour tout entier k tel que 0 <k <n

On a E(x) = np
et o(X) = Jnp(1-p)

Exemples :

1) On consideére I'expérience suivante : On lance 10 fois de suite un dé bien équilibré
dont les faces sont numérotées de 1 a 6. On appelle X la variable aléatoire qui prend la
valeur correspondant au nombre de fois ou la face 1 apparait.

a) Quelle est la loi suivie par la variable X ?
b) Quelle est la probabilité de I'événement X = 3 ?
c) Quelle est la probabilité que la face 1 apparaisse au moins 1 fois ?

d) Calculer I'espérance et I’écart type de X
Solution :

a) Les lancers étant identiques et indépendants X suit une loi binomiale de paramétres
1 1
n=10etp=g 93(10,g)

oy _ (10Y (1\3 (5
b)P(x=3)=(3) ) ()
c) L'événement « la face 1 apparait au moins une fois » correspond a I’événement
« X =21 » qui a pour événement contraire « X =0 »

7 57
=120 XF ~ 0,155

DonconaP( X > 1 )=1—P(X=O)=1—(100) (%)O(g)lozo,&s

ui

1
d) E(X) =10x —=—= 167 et
) E(X) — =

o(X) = /10x%><% ~ 1,18

2) Deux joueurs Alain et Bernard s’affrontent dans un tournoi de tennis. Alain et Bernard
jouent 9 matchs. La probabilité qu’Alain gagne un match est 0,6.Le vainqueur est celui
qui gagne le plus de matchs. Soit X la variable aléatoire donnant le nombre de matchs
gagnés par Bernard.

a) Quelle est la loi suivie par X ?

b) Ecrire I'événement « Bernard gagne le tournoi » a l'aide de X puis calculer sa
probabilité.



Solution :

a) Les matchs étant identiques et leurs résultats indépendants X suit une loi binomiale
de paramétresn =9 etp = 0,4 @(9,0,4)

b) Bernard gagne le tournoi si il gagne au moins 5 matchs, donc si I'événement « X >
5 » est réalisé
OrP(Xx=25)=P(Xx=5)+PXx=6)+PX=7)+P(Xx=8)+P(Xx =9)

9 9) 0,47 0,62+(9) 0,48 0,61+(9) 0,4

P(X > 5)= (2) 0,45 0,6* +(6 ; o ;

) 0,46 0,63+(

P(X= 5) ~ 0,267



