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1 Limite finie ou infinie a I'infini

1.1 Limite finie a I'infini

Deéfivition | : Dire qu’une fonction f 0 7

a pour limite / en +o0, signifie que tout

intervalle ouvert contenant ¢, contient eI O\ N

toutes les valeurs de f(x) pour x assez - v/_ L

grand - c’est a dire pour les x d’un in- : !

tervalle | A; +00[. On note alors : ! !

b—)

lim f(x) =¢ © y x

X——+00

La droite A d’équation y = / est dite asymptote horizontale a ¢

Remargue : On définit de facon analogue l_i>m fx)="¢.
X—r—00

- . P A 1 1 1
bxeMPle : Les fonctions de référence : x — p X s et x — —— ont des

Jx

limites nulles en +co et —co pour les deux premieres. Leurs courbes admettent
alors 1’axe des abscisses comme asymptote horizontale.

1.2 Limite infinie a I'infini

Defivition 2 : Dire qu'une fonction
f a pour limite 400 en o0, signifie que
tout intervalle |M; +oo| contient toutes
les valeurs de f(x) pour x assez grand
- c'est a dire pour les x d’un intervalle
|A; +00[. On note alors :

lim f(x) = 400

X—+00

Remargue : Cela implique que la fonction f n’est pas majorée

e On définit de facon analogue lim f(x) = +o0.

x—>—00

e Ainsi que: xl_l)IJIrloof(x) = —o0 et xl_l)tzloof(x) = —0

Exem,ble : Les fonctions de référence : x — x, x — x" et x — /x ont pour limite
400 en +o00.

La fonction de référence : x — x"* a pour limite +oc0 en —oo si 1 est pair et —oco en
—o00 si 1 est impair.
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2. LIMITE INFINIE EN UN POINT

Une fonction peut tendre vers +oo en
+oo de plusieurs fagons. C’est le cas par
exemple des fonctions x +— x%, x — x et

X — /x.

e x — x? tend "rapidement" vers l'in-
fini. La concavité est tournée vers le
haut.

e x — x tend "moyennement" vers l'in-
fini. Pas de concavité.

e x — +/x tend "lentement" vers l'in-
fini. La concavité est tournée vers le
bas

Trois facons de
5 tendre vers +oo

\ 4

2 Limite infinie en un point

Delivition 3 : Dire qu'une fonction

f a pour limite +co en g4, signifie que
tout intervalle | M; +oo| contient toutes
les valeurs de f(x) pour x assez proche
de a - c’est a dire pour les x d"un inter-
valle ouvert contenant a. On note alors :

lim f(x) = +o0

X—a

asymptote verticale & ¢

La droite A d’équation x = a est dite

__;<gf

T e
1

Remargue : on définit de facon analogue lim f(x) = —co

On peut aussi définir la limite a gauche

ou a droite de x = a lorsque la limite en

x = an’existe pas. On notera alors :
limite & gauche :  lim f(x)

x<a
limite & droite:  lim f(x)
X—a
x>a
—-— . 1
bxeMPle : La fonction x — 2 a pour

1
limite +o0 en 0. La fonction x — —

X
n’admet pas de limite en 0, mais admet
une limite a gauche (—o0) et a droite
(4o0) de 0.

X—a

limite
a droite

Limite
a gauche

BRI e
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3 Limites des fonctions élémentaires

Limites en l'infini

f(x) X" L NE:

=
=
(@) —
B

G | e 0 o
lim f(x) too SUT pair 0 non défini | non défini
X =00 —00 sl 1 1mpair
1 1
X = _
£(x) . =
Limites en 0 ;lclgcl)f (%) 400 400
x>0
Jimmy £(x) roosinpalr L on défini
x<0 —00 si n impair

4 Opérations sur les limites

41 Somme de fonctions

Si f a pour limite 14 14 { | 4o | —c0| oo
Si g a pour limite 0 | 400 | —c0 | +oo | —c0| —o0
alors f + g a pour limite | {4+ ¢' | 400 | —oo [ +00 | —co | F Ind.

Exemples : .
1) Limite en 4oo de la fonction f définie sur R* par: f(x) = x +3 + <

xl—l>r—&1:100 x+3= —|—ool Par somme
1 : _
lim - =0 Jm f(x) = +oo
xX——+00 X J

2) Limite en +o0 et —co de la fonction f définie sur R par : f(x) = x> + x

xgrfm x* = 400 Par somme
: _ li —
Jim = peo o Jim ) = e

x50 Par somme, on ne peut conclure

lim x% = —1—001

Iim x = —o© Forme indéterminée : +00 — oo
X——00 J

4.2 Produit de fonctions

3

Si f a pour limite 14 C#0 0
Si g a pour limite v o
alors f X ¢ a pour limite | £ x ¢/ | oo* | Find. | oo*

*Appliquer la regle des signes
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4. OPERATIONS SUR LES LIMITES

Exemples :
1) Limite en —co de la fonction précédente : f(x) = x? + x

Pour lever la forme indéterminée, on change la forme de f(x).

On a alors avec le produit :

. 2 -
xl_1>r£100x = F 1 Par produit

lim 1+1:1J xLirPoof(x):—l—oo

X——00 x
2) Limite en +oo de la fonction définie sur Ry par: f(x) = x — /x

On ne peut résoudre par la somme car c’est une forme indéterminée, on chan-
ge alors la forme de f(x)

o= vimafio L)

x1—1>r—|1:100 ¥=re 1 Par produit
: 1 lim f(x) = 4o
Am =2 = ) e

1
3) Limite a droite de 0 de la fonction définie sur R* par: f(x) = p sin x

chli% x o 1 Par produit, on ne peut conclure

x>0

x—0

limsinx =0 J Forme indéterminée 0 x oo
x>0

4.3 Quotient de fonctions

Si f a pour limite 14 ¢ #0 0 1 00 00
Sigapourlimite | #0]| 0 M 0 oo | ¢ () 00
alors fg—c a pour limite ; oo* Find. | 0 00* F. ind.
*Appliquer la regle des signes (1) doit avoir un signe constant

ExeMPles :
2x —1

1) Limite en —2 de la fonction définie sur R — {—2} par: f(x) = Y12

On a le tableau de signes de x +2:

X — 00 -2 “+o00
x+2 — (I) +
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xl_i)l’l;lz 2x—1=-5) par quotient
- — 0ot li = —
lim x4+2=0 Jim f(x) = —oo
x>—2 x>=2
. - li —
xll>rr_12x—|—2—0 xgr_lzf(x) 10
x<—2 ) x<=2
On en déduit alors une asymptote verticale d’équation x = —2.
. . i 2x+1
2) Limite en +co de la fonction f définie par: f(x) = 312

Comme le numérateur et le dénominateur tendent vers l'infini en +o0, nous
s 1z .o,
avons une forme indéterminée : —. Il faut donc changer la forme de f(x).
oo

(5 1\ 1
TS T 2+
N N a 2
3x +2 x/3—|—z\ 342
x X
On a alors : 1
lim 24 -=2 Par quotient
xX——+00 X 2
. 2 _ lim f(x) =<
Jm 3473 JmSE=3

4.4 Conclusion

Il existe donc quatre formes indéterminées (comme avec les limites de suites) ot
les opérations sur les limites ne permettent pas de conclure. Dans les cas d’indé-
termination, il faudra chercher a mettre le terme du plus haut degré en facteur
(pour les polyndmes et les fonctions rationnelles), a simplifier, a multiplier par la
quantité conjuguée (pour les fonctions irrationnelles), a utiliser un théoreme de
comparaison, a effectuer un changement de variable ...

5 Limite d’une fonction composée

Théoréme | : Soit deux fonctions f, g. Soient a, b et ¢ des réels ou +o00 ou —oo.

Si limf(x)=0b et J1(1_>rrég(x) =c alors limg[f(x)]=c

X—a X—a

ExeMPles : Déterminer les limites suivantes :

1) lim h(x) avec h(x)= 2+x1

X—+00 2
. SOV
2) xgrfook(x) avec k(x) = cos o1

[O=)0="JR0=0g0= LS QIS JUS) JIS 0= J0S0=30="d1="J0=>J0="J=>J0=/J0= JI= =) =4

6 TERMINALE S



5. LIMITE D’UNE FONCTION COMPOSEE

1) Onpose f(x) = 2+% et ¢(x) =+/x. Onaalors: h(x) = g[f(x)].

On calcule alors les limites :

Im 24 5 =2 Par composition, on a :

X—r 400 x2

li =2
lim v/x = V2 J x—1>Tooh(x) V2
x—2

Remargue : On peut éventuellement rédiger en faisant un changement de
variable. On pose :

X:2+% donc h(x) =VX

On a alors :
Iim X= lim 24+ — =2 Par composition, on a:

X—>+00 X—>00 x2
lim VX = v2 | Jim h(x) = v2
X—=2

2) Onpose f(x)=

et ¢g(x) =cosx. Onaalors: k(x) = g[f(x)]

x2+1
. 1
xl_lfrloo 241 =0 1 Par composition, on a :
. lim k(x) =1
limcosx =1 J X500
x—0

Théoreme 2 : Limites fonctions et suites

Soit une suite (u,) définie par : u, = f(n). f est alors la fonction réelle associée a
la suite (uy). Soit a un réel ou +o00 ou —co

Si  lim f(x)=a alors lim u,=a
X—r+00 n—-+oo

- : : . / 1
Exemple : Soit la suite (u,) définie pour toutn € N* par: u, = 2+ et

Soit f la fonction définie sur |0; 4-oo[ par: f(x) = 2+ 2

On a vu plus haut que : xl_l)r}_loo flx)=v2
On en déduit que la suite (1) converge vers v/2

/\ La réciproque de ce théoréme est fausse. On peut en effet avoir une suite (1)
qui admet une limite sans que la fonction associée en admette une. Pour s’en
convaincre :

[f(x)=2 sixeN

Soit la fonction f définie sur IR par : f(x)=1 sinon

La limite de f en +oo n’existe manifestement pas tandis que la suite (u,) définie
par u, = f(n) = 2 admet, elle, comme limite 2!

7 TERMINALE S



TABLE DES MATIERES

6 Théoremes de comparaison

Théeoreme 2 : f, g, eth sont trois fonctions définies sur l'intervalle I =]b; +oo[
et / un réel.

1) Théoréeme des « Gendarmes »
Sipourtoutx € [,ona: g(x) < f(x) <h(x)etsi:

lim g(x) = lim h(x)=¢ alors lim f(x)="/¢

X—+00 X—>+00 X—>+00

2) Théoreme de comparaison
Sipour toutx € ITona: f(x) > g(x) etsi:

lim g(x) =400 alors lim f(x)= 4o

xX— 00 xX——+00

Remargue : Enoncés analogues en —oo avec I =] — oo;b[ et en un réel a avec [
un intervalle ouvert contenant a.

Démonstration :

1) Théoréme des gendarmes : en +o0

Onsaitque: lim g(x) = lim h(x) =/

X—r—+00 X—r—+00

D’apres la définition des limites, tout intervalle ouvert | contenant /, contient
toutes les valeurs de g(x) et i(x) pour x assez grand.

Comme g(x) < f(x) < h(x) il en est de méme pour f(x).

Conclusion : xl—lgloo f(x)=1¢

2) Théoreme de comparaison : en +oco

D’apres la définition des limites, tout intervalle ouvert | M; +oo[, contient toutes
les valeurs de g(x) pour x assez grand.

Comme f(x) > g(x) il en est de méme pour f(x).

Conclusion : xl_l)r_il:loo f(x) =400

ExeMPles :

sin x

1) Déterminer la limite de f(x) = en oo

2) Déterminer la limite de g(x) = x + cosx en +oc0

[O=)0= Q0= 0= LS 0SS JLS) J0S) JHS) JUSJS JUS S 0SS S0S LS J0S10= 0= J0S) SS9
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6. THEOREMES DE COMPARAISON

1) Pour tout x positif, on a:

2)

—1 <sinx <1, donc:
1 1
Vx>0 —-< S
x > » f(x) »
or on sait que :
1
lim —— =0 et lim —=0
X——+00 X X—+00 X

D’apres le théoreme des Gendarmes,
ona:
lim f(x)=0

X—>—+00

Ona:Vx R cosx > —1,donc:

VxeR x+cosx>x—1

Iim x—1 = +oo,
X—r+00

donc d’apres le théoreme de compa-
raison,ona:

or on sait que :

Jim 80 = oo

K=
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