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Avant propos

La création de la fonction logarithme népérien est, a l'origine, antérieure a la
fonction exponentielle bien que dans notre progression elle suive 1'étude de la
fonction exponentielle. La fonction logarithme a été créée par un drapier écossais
du XVII¢ siecle. Ce drapier, Néper, cherche une fonction pour simplifier les longs
calculs des astronomes, des navigateurs et des financiers. Il crée alors une fonc-
tion qui transforme le produit en somme. C’est a dire que f(ab) = f(a) + f(b).1la
ensuite passé trente ans de sa vie a créer une table dite « de logarithmes » qui per-
mettait d’effectuer les conversions nécessaires. C’est cette fonction, qui fait écho
a la fonction exponentielle, qui est 1’objet de ce chapitre.

1 La fonction logarithme népérien

1.1 Définition

Defivition | : On appelle fonction logarithme népérien notée In, la fonction

définie de ]0; +oo[ sur R telle que :
x=¢/ & y=Inx

On dit que la fonction In est la fonction réciproque de la fonction exponentielle.

Remargue : Cette fonction existe bien car la fonction exponentielle est une fonc-
tion continue, strictement croissante a valeur dans ]0; +co[, donc d’apres le théo-
réme des valeurs intermédiaires I'équation x = ¢¥, d’inconue y avec x €]0; +o0],
admet une unique solution In x.

Q‘ouséiueuee_ On a les relations suivantes: In1 =0 et Ine=1 ainsique:

VxeR, Ine*=x et Vx|, 4oof, e =x

/\ Faire attention aux ensembles de définition.

1.2 Représentation

Theoreme | : Les représentations de la fonction logarithme népérien et de la

fonction exponentielle sont symétriques par rapport a la droite d’équation y = x.

Deémonstration : On note %, et %Gexp les courbes respectives des fonctions
logarithme népérien et exponentielle.
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1. LA FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

Soit M(x;y) un point de %}, avec x €]0; +oo[ ety € R, donc y = Inx. On a alors
x = ¢, donc le point M’(y, x) est un point de Gexp- Les courbes i, et Gexp sont
donc symétriques par rapport a la premiere bissectrice d’équation y = x.

A
y=e
5.
M/
X k===-=
4 1
1
1
3 1
el -- ]
7 1
! 1
2 by
I
LA S g y=lInx
I V4 -
1 ]
| 1 | 1
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1 1 1 l :
-3 -2 -1 1Yy 2 €3 41X 5 6
_].
_2.

1.3 Variation de la fonction logarithme

Théoreme 2 : La fonction In est strictement croissante sur R*

Deémonstration : Soit deux réels a et b strictement positifs et a < b alors on
peut écrire :

a<b & €Nt
comme la fonction exponentielle est strictement croissante, ona: Ina < Inb

La fonction logarithme est donc strictement croissante.

Proprieté | : Soit a et b deux réels strictement positifs

e lnu=Inb & a=0b elha<Inb & a<b

e Ina=0 o a=1 e lIna<0 & 0<axl

e Ina>0 S a>1

Remargue : Ces propriétés permettent de résoudre des équations et des inéqua-
tions. On veillera a mettre I’équation ou I'inéquation sous la forme ci-dessus et a
déterminer les conditions de validité de "équation ou de I'inéquation.
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Exemples :
e Résoudre In(2—2x)=1.
On met I’équation sous la forme : In(2 —2x) =1Ine

I'équation est valide si, et seulement si, 2 —2x >0 c'estadire x <1

2
Onaalors: x<1 et 2—-2x=e¢ soit x= 26
2—e 2—e
O —— <1 =~ —0,36.
na 5 < car 5 36
On conclutalors: S = [ E]

2
e Résoudre In(2x+1)< —1

On met I'inéquation sous la forme: In(2x+1) < Ine™!

L'inéquation est valide si, et seulementsi, 2x+1>0 soit x> —=

2
1 -1 . el -1

On a alors : x>—§ et 2x+1<e soit x < >

-1

e+ —1 1—e 1 1—e

: = ~ — 2 __
Ona > 5 0,32 donc 2<x< %
1 1—e
O lutpar: S=1|—=; [
n conclut par 5 e

2 Propriétés de la fonction logarithme népérien

2.1 Relation fonctionnelle

Théoreme 2 : Pour tous réels strictement positifsa et b, on a :

Inab=Ina+Inb

Deémonstration : D’apres les propriétés de 'exponentielle, on a :

b e a=b
Or elnab — gp ot elnatinb _ pna o ,Inb _ 4

On conclut donc que Inab =1Ina+Inb.

el =e

Remargue : C’est cette propriété qui est a I'origine de la fonction logarithme.

Exe.MPle : In24+1In3=1n6

2.2 Quotient, inverse, puissance et racine carrée

Théoreme 4 : Pour tous réels strictement positifs a et b, on a :

1) ]n%:lng—lnb 3) Ina" =nlna avec n €N
1 1
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2. PROPRIETES DE LA FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

Démonstration :

e Pour démontrer la propriété 1, on revient aux propriétés de I’exponentielle.
elna

a a a <24z
Ona "5 = b et ena-inb — s g d’ot1 la propriété :
e
a
lnE =1Ina—Inb

e Pour la deuxieme propriété, on faita = 1
e La troisiéme propriété se démontre par récurrence a I’aide du produit.

e Pour la derniere propriété:ona a = +/a x y/a donc d’apres la propriété du
produit, on a:

Ina=Inya+In\/a=2In\/a dou ln\/E:%lna
DD DDDEDDDDDD DD DO S

Exemples : Voici 3 exemples d’utilisation de ces propriétés.

e ExprimerIn50avecIn2etIn5 et Iny/12avecIn2etIn3

Ona50=2x5" donc In50=1In2+2In5

Onal2=22x3 donc ln\/ﬁ:%(21n2+ln3):ln2+%ln3

0=0= 340 0= 0SS SIS IS 0SS JLS) JS SIS JHS J0S S JOS JS) J0SJ0S) J0S) SO0S

e Déterminer l'entier n tel que 2" > 10 000
Onadonc: In2" >1In10* soit nIn2>4In10

4In 10 or 411ﬂlo:13.29 donc n>14
In2 In2

0=/ 0= 20 JIOS 0SS LS SIS JL0S ) =10 JLS) 105 S1S) S S JHSE0S) JHS) 0SS S=M

On obtient alors: n >

1
e Résoudre l'équation: Iny/2x —3 =In(6—x) — 5 Inx

I 23>0 I x>
I’équation existe si 6—x>0 <

x <6
L X > O l x> O
On en déduit I'ensemble de définition : D = ] ;—) ; 6 [

On a alors %[ln(Zx —3)+Inx] =In(6 — x)
soit Inx(2x —3) =2In(6 — x)
L’équation revient a :
x€Df et x(2x—-3)= (6 —x)?
2x%* —3x = x* — 12x + 36
x> +9x—36=0

On calcule : A = 81 + 144 = 225 = 152 on trouve alors deux solutions

-9-1
:3EDf et X//:Q:—lzéDf

g 915
- 2

2
on conclutpar: S = {3}
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3 Etude de la fonction logarithme népérien

3.1 Dérivée

Théoreme S : La fonction logarithme népérien est dérivable sur |0; +oo[ et :

1
1 /:—
(nx)' =

Deémonstration : On admet que la fonction In est continue sur |0; +oo]

On revient a la définition de la dérivée, c’est a dire on cherche les a €]0; +oo[ pour
lesquels la limite suivante est finie :

. Inx—1Ina
lim ———
X—a X —a

Pour déterminer cette limite, on fait un changement de variable. On pose alors
X=Inxet A =1Ina.Onaalorsx = e¢X eta = e4 etsi x — a, comme la fonction
In est continue sur |0; +o0[, alors X — Ina. La limite devient alors :
1i X—-A
im
X—lna eX —eA

Or la fonction exponentielle est dérivable sur R et la dérivée en Ina est e :

X A

I e —e
m —— =e =a
Xolna X—A

Cette limite est strictement positive pour a €]0; +o0[. On en déduit que la limite
suivante existe pour tout a €]0; +oo| et :

li X—A 1
im ——— =-
Xoina eX —ed  a

1
Conclusion : la fonction In est dérivable sur |0; +oo[ et (Inx)’ = =

3.2 Limite en 0 et en I'infini

Théoréeme b : On ales limites suivantes :

Iim Inx = +o0 et Iim Inx = —
X—+00 x—07T

Démonstration :
e Pour montrer la limite en +o00, on revient a la définition :

Pour tout M > 0, si Inx > M alors, comme la fonction exp est croissante,
M
x > e,

Il existe donc unréel A =eM telquesi x > A alors Inx > M.

Conclusion: lim Inx = +oo.
X—r+400
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3. ETUDE DE LA FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

. - . . 1
e Pour la deuxieme limite, on fait un changement de variable. On pose X = —.
x

Donc si x — 07 alors X — +o0c0. On a alors :

lim Inx = lim lnl: Iim —InX= -

x—07t X—+00 X—+o00

3.3 Tableau de variation et courbe

On peut résumer les variations et les limites de la fonction In, dans un tableau de

variation :
A
X 0 1 e +o00
1
= +
X
400
1
In -
— 0 —0 1
2
On a alors la courbe représentative ci-
contre — 3

3.4 Des limites de référence

Théoreme 1 : Ona: lim M =1

x—0 X

Deémonstration : Cela découle de la dérivée de In en x = 1, en effet, on a :

1
/ S —
(In)' (1) =7 =1 g In(n)
In(1 —In1 In(1 -
(In) (1) = lim MY ZInl oy In(+ ) o
x—0 X x—0 X
Théoreme 8 : Croissance comparée
lim ln_x:0 et Iim xInx =0
xX—4+o0 X x—0t
Deémonstration :
e Pour la premere limite, on fait un changement de variable.
Onpose: X =Inx, onaalors x = eX.On a alors :
X — 400 alors X — 400
Notre limite devient alors :
1 X X
lim nr_ lim —X:O car lim e—:—i—oo
x—4o0 X X—+o0 € x—+00 X
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. - . . . 1
e Pour la deuxiéme limite, on fait le changement de variable suivant: X = —. On
x
a alors :

x— 0" alors X — 400

La deuxiéme limite devient alors :

1 InX
lim xInx = lim —In— = lim — .22 _
fm xinx = lm ln = lim ———=0

Remargue : On peut dire que : « x I'emporte sur In x en 400 ».

ExeMPle : Déterminer la limite suivante: lim x —Inx
X—r 400

C’est une limite indéterminée, car de la forme « +00 — co ». On met alors x en

facteur.
Inx
x—lnx:xfl——\
X
On a alors :
xLHEoo X =reo 1 Par somme et produit, on a:
. Inx i — —
Iim — =0 xl_l}r}_loox Inx = +oo
xX—400 X J

3.5 Dérivée de la fonction Inu

Théoreme & : Soit une fonction u dérivable et strictement positive sur D. La

fonction In u est alors dérivable sur D et :
/

Inu) =2
(inu) =

Deémonstration : La démonstration est la conséquence directe de la dérivée de
la composition de fonction.

R&MAV‘%U& : Les fonctions u et Inu ont le méme sens de variation car comme
u >0, (Inu)" ale méme signe que u’.

ExeMPle : Déterminer la dérivée de la fonction définie sur R par :
£(x) = In(1+ %)

On pose la fonction u(x) = 1+ x2. u est manifestement strictement positive sur
R, donc la fonction f est dérivable sur R et :
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4. APPLICATIONS

4 Applications

4.1 Approximation de e
l1: 1
n

e Montrer que la suite (u,) converge vers e. On pourra poser v, = Inu,,.

On pose, pourn > 1, u, =

e Faire un programme permettant de déterminer n pour une valeur approchée
de e a 1073. Que penser de la vitesse de convergence de la suite ?

J0=5) 0= 0= Q0= O N0S) QIO 0SS QLS SIS SLS) J= 105 JS) J0S) JS) JOS)AS) S A0S J0=M

({1, 1\ (. I\

e Calculons v, : v, =1In 1+E =nln 1—1—%

[, 1\

La fonction f associée a la suite (v,,) définie sur |0; +oo[est: f(x) =xIn'1+ o

Sous cette forme, la limite de f en +oc est une forme indéterminée. On effectue

. . o 1 o
un changement de variable pour lever I'indétermination : X = —, on a ainsi :
X

si x — +oo alors X — 0"

On peut ainsi calculer la limite :

lim f(x) = lim In(1+X)

=1
x—>—+00 X—0+ X

On en déduit alors que: lim v, =1
n—r+o00

On revient alors a la suite (uy) : v, = Inu, donc u, = e, on en déduit que
(u,) est convergente et :

Iim u, =e
X——+00

e On fait une boucle avec un "tant que" erfeles ¢ o cmier (U7 = el
pour déterminer 1'indice n pour avoir Entrées et initialisation
la précision demandée. z= 4
1—=1

] Traitement
On trouve alors : tant que |U — ¢| > 1073
N:1 359 et u ~ 2, 717 faire

I+1—1

La vitesse de convergence est donc 14 14 1\ ! T,
trés lente. Cette suite n’est donc pasju- I
dicieuse pour trouver une approxima- e
tion de e Sorties : Afficher : I, U

4.2 Etude d’une fonction
Soit la fonction f définie sur |0; +-oo[ par: f(x) = x> —4x —4Ilnx

1) Ftudier les limites de f en 0 et +oo
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2) Déterminer f'(x) et dresser le tableau de variation de la fonction f.
3) En déduire, en se justifiant, le nombre de solutions de I'équation f(x) = 0.

4) A Vaide d’une calculatrice donner la valeur approchée par défaut a 1072 pres
des solutions de ’équation f(x) = 0.

J0=5)0==" 0= 0= JO==F 0= QIO  JOS) JLOSS) JIOSS) QL) JO= 310 J=) J0S) J=) SIS JLS) S= 0= J0=1

1) a) La limite en 0 ne pose pas de probleme :

im x2—4x=0 et lim —4lnx = 4+
x—0t x—0t

Par somme, ona: lim f(x) = +oc0

x—0T
b) La limite en +oco est indéterminée du type +oco — co. On change alors la
forme de f(x)
o[ 4 4 Inx)
= 1—— — — x —
flx) = x T X
4 1
or lim x’=400 , lim — =0 et lim n—x:0
x— 400 xX—+4o00 X X—+oo X

Par produit et somme, onadonc: lim f(x)= 4o
X——+00

2) On calcule la dérivée : ) )
() :2x—4—é _ 2" —4x—4 2(x"—2x-2)
X X X

flx)=0 < x>—2x—2=0 avecx >0
On calcule A =4+8 =12 = (21/3)?, on obtient comme racines :

:M:l_}_\/g

> et X, =1-— V3 <0 non retenu

X1

signe de f(x) = signe de (x> —2x —2) avecx >0

on obtient alors le tableau de variation suivant :

X 0 a1 1443 A2 oo
f(x) — 0 +
—+o0 —+0o0
fx) | o o
~ 7,48

3) D’aprées le tableau de variation, sur les intervalles I; =]0;1 4+ /3] et
I, = [1 4+ V/3; +oo] la fonction f est continue, strictement monotone et change
de signe donc, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, 'équation f(x) = 0
admet deux solutions a1 et a; (une dans chaque intervalle)

4) A l'aide du programme sur les valeurs intermédiaires, on obtient les valeurs
approchées suivantes :

0,600 < a1 < 0,601 et 5,261 < ap < 5,262
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5. LE LOGARITHME DECIMAL

A titre indicatif, voici la courbe de la fonction f.

5 Lelogarithme décimal

5.1 Définition

Delivition 2 : On appelle logarithme décimal, la fonction, notée log, définie

sur |0; +oo| par : In x

EQMM‘%Ue. :

1 1 . A
e Ona :logx = nio > In x. Comme 10 > 0, la fonction log a les mémes

variations et les mémes limites que la fonction In.
e La fonction log transforme les produits en sommes
e y=logx & x=10Y

ainsi : log 10" = 1,10g 10> = 2, ...,1og 10" = n

1

e On a la représentation ci-dessous : log’ x =
P & x1n10

A
2 4
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5.2 Applications

5.2.1 Nombre de chiffres dans I’écriture décimale
Un nombre N > 1 est nécessairement compris entre deux puissances de 10.
Soit alors : 107 < N < 107 +!
Dans ce cas, N possede p + 1 chiffres.
Comme la fonction log est une fonction croissante, on a :
log 107 <log N < log 107"
p<logN<p+1
Onadonc: E(logN)=p ouE estla fonction partie entiére
Conclusion : le nombre de chiffres de N estdonc: E(logN) + 1.
Application : quel est le nombre de chiffres de 2011212 ?
log 2011212 = 201210g 2011 ~ 6 646,465

On en déduit alors que 20112°!2 possede 6 647 chiffres !

5.2.2 En chimie

L’acidité d"une solution est mesurée par son pH: pH = —log[H"]

e Lorsque la concentration en [H"] est multipliée par 10, le pH diminue de 1. En
effet :

—log (10 x [H"]) = —(log 10 + log[H"]) = —1 —log[H"] = pH — 1
e Si une étiquette d'une eau minérale d’eau gazeuse indique pH = 6,3, on a:

pH = —log[H"] donc [H']=10"PH
[HT] =107%% ~ 5 x 107" mol/1

5.2.3 En acoustique

Le niveau sonore L (en décibels) d'un son d’intensité I est donnée par :

L= 1OlogI£
0

oit Iy = 10712 W.m 2 correspond au seuil d’audibilité en dessous duquel aucun
son n’est percu.

Par exemple le niveau sonore L d'une conversation normale qui correspond a
I =10°Iy estde:

L =101log10°> = 10 x 5 = 50 décibels
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5. LE LOGARITHME DECIMAL

Source sonore dB Puissance Seuil

Fusée puissante 180 108
170 1017 IO
160 Intolérable
101, (douloureux)
150 1015 10
Avion a réaction 140 1041,
Avion au décollage (a 30 m) 130 10137
0
Hurlement a 20 cm de 1oreille 120 102] \
0 A
nuisible immédiatement
Marteau piqueur 110 107, }r
e 3
— nuisible au bout de 2 h
Cri@LAm) 100 o 1010 )
Tres fort
Klaxon d’une voiture 90 10°1 (nuisible au bout de 8 h)
—— | 0
Seche cheveux 80 e 1057 Y
= 0 4
e Bruyant
Intérieur d’une voiture 70 o 1071 Y
——— 0 4
. Modéré
Conversation normale (a 1 m) 60 mm— 067, X
Bureall 50 eom— 105 I
Calme
Salle de séjour (en ville) 40 m— gt
Chambre a coucher 30 10°1, x
Tres calme
Studio d’enregistrement 20 1021, X
Frolements des feuilles d"un arbre 10 101, a peine audible
Seuil d’audibilité 0 I Y

Ip=10"2Wm™2

Remargue : En sismologie, un méme type d’échelle est utilisé. La magnitude M
d’un séisme d’intensité I est mesurée sur I'échelle de Richter par :

~

leogl—
0

Par exemple, la magnitude des séismes suivant :
e Fukushima (2011) I = 6,31 x 108 Iy corresponda M = 8 +1log6,31 ~ 8,8
e Californie (1992) I = 3,16 x 107 I, corresponda M =7+1log3,16 ~7,5
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5.2.4 Papier semi-logarithmique et logarithmique

e Le papier semi-logarithmique utilise une échelle linéaire sur I'axe des abs-
cisses et une échelle logarithmique sur 1’axe des ordonnées. Sur 1’axe des or-
données 10 correspond a 1 unité, 100 a 2 unités, 1 000 a 3 unités, ...

Sur le papier semi-logarithmique ci-dessous, on a tracé la fonction exponen-

tielle.
A

10 000 ex

2 000
1000

200
100

20
10

2
1

A
v

0 1 2 3 4 5 6 7 8

e Le papier logarithmique utilise une échelle logarithmique sur I'axe des abs-
cisses et ’axe des ordonnée.
Sur le papier logarithmique ci-dessous, on a tracé quelques fonctions du type

x" ou /x.

x4 / x2 x
10 000 : . :
m T f
I
i /
2000 /
1000 J /

\-

200 / ﬁ

100

; 1
~ 3
/ / X
/ vl ,\/_
20 / =
I AT
10 +
17 1
117 7
/i -~ o
I -
2 [/ AT
ol
1 >
1 2 10 20 100 200 1000 2000 10 000
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