T S1 DS n° 1 : Suites & Fonctions - Correction oct 2018
Ex1: P,_:VneN, 12+22+32+~-+n2=n(n+1)6(2n+1)
1(1+1)(2+1
Initialisation : 1°=1 et %=1 donc P, estvraie
Heérédité : on supprose qu'il existe un entier n tel que P, soit vraie
2 a2 a2 o n(n+1)(2n+1)
donc 1742°+3°+--+n"= 6
donc 12+22+32+---+;12+(n+1)2:n(n-|-1)(2n-|-1)+(n+1)2
donc 1’+2°+3%+-+n’+(n+1)=(n+1) @Hnﬂ))
2

donc  1°+2°+3%+-+n"+(n+1)=(n+1) w
donc 1’+2°+3%+--+n’+(n+1)=(n+1) —(n+2)(2n+3)

6
donc 12+22+32+m+(n+1)2:(n+1)(n+62)(2n+3) donc P,, estvraie

n(n+1)(2n+1)

Conclusion: P,:¥' n€N, 1P+2°+3% 440’ =

6

Ex 2 : On considére la suite (#,) définie par uy=8 ; u,,+1=\/u,,+l , n=>1

Conjectures : la suite (u,) est minorée par 1, majorée par 8, décroissante et
convergente vers ¢ (nombre d'or)

Onpose: P,:VnelN: 1<u,<8 Montrons par récurrence cette propriété
Initalisation : u,=8 donc 1<uy<8 donc P, estvraie

Hérédité - on supprose qu'il existe un entier n tel que P, soit vraie
donc 1<u,<8 donc 2<u,+1<9 donc 1<v2<vu,+1<3<8

donc I<u,,,<8 donc P,, estvraie

Conclusion : la suite (u,) est minorée par et majorée par 8

2 2
u,+l1—u, —u,+u,+1
soit n€N alors u,,,—u,=vu,+1—u,= =
Vu,+1+u, u,+1+u,
or le trindbme —x’+x+1 estpositifsi 0<x<I etil est négatifsi x>2

donc la suite (u,,) est décroissante pour n=>2

Ainsi, la suite (u,,) est décroissante et monorée par 1
donc elle est convergente vers L
d'aprés le th du pt fixe L vérifie L=+ L+1
donc L*—L—1=0 donc L:# ou L= 1+2£
1+V5
2

donc L’=L+1

or 1<L<8 donc L= (nombre d'or)

Ex 3 : Calculer la limite (éventuelle) des suites suivantes :

5" 4 5Y 1) 5 . 5\
= — ] ——= — | — —_ . —>1 =) =
a) u, 2(2) 3 2(2) 4(3) b5 donc lJlmeo 2(2) +00

n

et —1<%<1 donc lim4(%) =0 ainsi par somme lim u, =+

b) un:1+1\/; 112’1(1+\/;):+00 et 111;1)11:1
donc par quotient lim u,=0
=1 .
o " 1+n 1+L2 or lim ;:0 donc limu, =1 par opérations
n

(Jﬁ—&)wﬁwﬁ)_ n+l—n _ 1
Vn+1+Vn “Vn+l+vn n+l+Vn

or hm(\/n+1+\/;):+oo donc llm un:O

d) u,=Vn+1-n=

_1+%_i
&) u _(n+1)(3=n) _—n’+2n—3 _ non
n— 2 2 - 2 - 1
n+1 2n +1 24—
n
or lim(—1+g+%):—1 et hm(2+i2):2 donc limun:_—l
+00 n n +00 n +o0 2

f) u,=n"+(—1)".n on sait que -1 leslant (-1)"n leslant 1
donc -n leslant n.(-1)"n leslant n donc n*2-n leslant u_n leslant n"*2+n

or lim(nz—n):lim(nz(l—l))=+oo et u,=n"—n
+ +00 n

d'aprés un th de comparaison : 1im u, =+



3x+2

Ex 4 : On considére la fonction f définiesur [0;1] par f(x)= id
La suite (u,) est définie par u=f(u,) et uy=0

Conjectures : la suite (u,) est minorée par 0, majorée par 1, croissante et
convergente vers 1

oy 10
ona: f (X)_—(x+4)2

onpose P,:¥Yn€N:u,, >u, Montrons par récurrence cette propriété

donc f'(x)>0 donc f estcroissante sur [0,1]

u,3=0 et u,;=0,5 donc u,>u, donc P, estvraie
tel que P, soit vraie
f est croissante

Initialisation -
Heéredité : on supprose qu'il existe un entier »n
donc u,,>u, donc f(t4,.)>f(u,) car
donc u,,,=u,,, donc P, estvraie

Conclusion : 1a suite (un) est croissante pour n=>0

onpose P,V n€N:0<u,<1 Montrons par récurrence cette propriété

Initialisation : u,=0 donc O<u,<l donc P, estvraie
Hérédité : on supprose qu'il existe un entier n tel que P, soit vraie
donc O0<u,<1 donc f(0)<f(u,)<f(1) car f estcroissante
donc 0<0,5<u,, <l donc P,. estvraie

Conclusion : la suite (un) est bornée par 0 et 1

Ainsi la suite  (u,) est croissante et majorée par 1 donc elle est convergente
3L+2
L+4

ou L=-2 or 0<L<l

vers L ; de plus d'apreés le th du pt fixe L vérifie L=

donc L*+L—2=0 donc L=1 donc L=1

Ex 5:la fonction f estdéfinie sur IR par f(x)=%x4+ X’ =3x°

Onnote C, lacourbe représentative de la fonction f
[ est définie et dérivable sur R
car f ne posséde aucune "valeur interdite"

et f'(x)=3x"+3x"—6x=(3x)(x"+x—2)=(3x)(x—1)(x+2)

le tableau de signes de  f'(x) est donné ci-contre :

x —® -2 0 1 +o
3x — -6 - 0 + 3 +
x—1 - -3 - -1 - 0 +
x+2 - 0 + 2 + 3 +
£ x] - 0 + 0 - 0+
On en déduit le tableau de variationde f sur R
x —® -2 0 1 +o
signe de [’ - O 0 +
OO

! \ / \-1 ,25

Latangente (d) a C, aupoint 4 dabscisse —1 apour équation :
y=f"(=1)(x+1)+f(=1) avec f'(-1)=6 et f(-1)=-325
donc on obtient y=6(x+1)—325 soit (d):y=6x+2,75

Graphique (complété) :

f 7

»
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