EXERCICE 3 7 points

Commun a tous les candidats

Une société produit des bactéries pour I'industrie. En laboratoire, il a été mesuré
que, dans un milieu nutritifapproprié, la masse de ces bactéries, mesurée en gramimes,
augmente de 20% en un jour.

La société met en place le dispositif industriel suivant.

Dans une cuve de milieu nutritif, on introduit initialement 1 kg de bactéries. Ensuite,
chaque jour, & heure fixe, on remplacele milieu nutritif contenu dans la cuve. Durant
cette opération, 100 g de bactéries sont perdus.

L'entreprise se fixe pour objectif de produire 30 kg de bactéries.

Partie A : premier modéle — avec une suite

On modélise I'évolution de la population de bactéries dans la cuve par la suite (u,)
définie dela fagon suivante :
up = 1000 et, pour tout entier naturel n, 14,41 = 1,2u, — 100.

1. a. Expliquer en quoi ce modéle correspond a la situation de I’énoncé.
On précisera en particulier ce que représente 4.
b. Lentreprise souhaite savoir au bout de combien de jours la masse de

bactéries dépassera 30 kg. Al'aide de la calculatrice, donner la réponse a
ce probléme.

c. On peut également utiliser I'algorithme suivant pour répondre au pro-
bléme posé dans la question précédente.
Recopier et compléter cet algorithme.

Variables 1t et n sont des nombres

u prend la valeur 1 000
n prend la valeur 0
Tant que ................ faire
u prend la valeur ..........
n prend la valeur 72+ 1
Fin Tant que

Traitement

Sortie Afficher ..........

2. a. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, t,, > 1000.
b. Démontrer que la suite (1,,) est croissante.

3. On définit la suite (v,) par: pour tout entier naturel n, v, = 1, —500.
a. Démontrer que la suite (v;) est une suite géométrique.
b. Exprimer v,, puis u,, en fonction de r.

c. Déterminer la limite de la suite (z,).

Partie B : second modéle — avec une fonction

On constate qu’en pratique, la masse de bactéries dans la cuve ne dépassera jamais
50 kg. Cela conduit a étudier un second modeéle dans lequel la masse de bactéries
est modélisée par la fonction f définie sur [0; +oo] par:

50
T 1+49e-02¢

f(1)

ol f représente le temps exprimé en jours et olt f(t) représente la masse, exprimée
en kg, de bactéries au temps .

1. a. Calculer f(0).
b. Démontrer que, pour tout réel ¢ >0, f(t) <50.
c. Etudier le sens de variation de la fonction f.
d. Déterminer lalimite de la fonction f en +oo.
2. Interpréter les résultats de la question 1 par rapport au contexte.

3. En utilisant ce modéle, on cherche a savoir au bout de combien de jours la
masse de bactéries dépassera 30 kg.
Résoudrel'inéquation d'inconnue t: f(#) > 30.
En déduire la réponse au probléme.

EXERCICE 2 4 POINTS

Commun a tous les candidats

On considére les nombres complexes z, définis pour toutentier n 2> 0 parla donnée
de zp, o1 zg est différent de 0 et de 1, et la relation de récurrence :
1

Zpy1=1- .z_
n

1. a. Dans cette question, on suppose que zy = 2. Déterminer les nombres zj,
Z2, 23, Z4, Z5 et Zg.
b. Dans cette question, on suppose que zp = i. Déterminer la forme algé-
brique des nombres complexes zi, 22, z3, 24, 25 et zg.

c. Dans cette question on revient au cas général olt zp est un complexe
donné. Que peut-on conjecturer pour les valeurs prises par zaj selon les
valeurs de 'entier naturel n?

Prouver cette conjecture.
2. Déterminer zpg16 dansle cas o1 zgp = 1+1.

3. Existe-t-il des valeurs de zp tel que zp = 21 ¢ Que peut-on dire de la suite (z5)
dans ce cas?*



