Définition
Soit C={z=x+iy, (x;y) €R?}, avec i*=—1
L'écriture z = x + iy est appelé forme algébrique de z.

Re(z) = x € R la partie réelle

On pose : . Ao
Im(z) =y € R la partie imaginaire

Puissances de i : Soit k un entiers relatif, on a :

i4k =1, l'4k+l Z'4k+2 =1, l'4k+3 = —{

:i/

Forme algébrique

L’écriture algébrique d’un nombre complexe est
unique.

Conséquences :
e Egalité de deux nombres complexes :

/
X =x

z=7 & x+iy=x+iy & { ,
y=Yy
e Cas particulier :

. . x:O/
z=0 & x+iy=0+i0 &
]/:

Comme R, C est integre, c’est a dire que dans C le théo-
reme du produit nul est vérifié :
Vz,2 €C, zZ7=0 & z=0o0uz =0

A On ne dispose plus dans C de la relation d’ordre
usuelle "<" ou ">"

Cas particuliers
e Si Im(z) =0 alors z=x € R ainsi R C C.

Muni du produit (x) et de I’addition (+) usuelles, C appa-
rait comme une extension de R préservant les propriétés
algébrique classiques :associativité, distributivité, commu-
tativité.
On note parfois: C = R(i) pour traduire I’extension ...

e Si Re(z) =0 alors z=iy avec y € R.

On dit alors que z est un imaginaire pur.

On appelle du complexe z, le complexe z tel que :

z=x+1iy - {Re(z) = Re(z)

=x—iy Im(z) = —Im(z)
Propriétés (ROC): Vz, 2/ #0€C, z=z
z+z =z+72 ZRE =BRAD

z" = (z)", neN*

z z
7)o
Caractérisations: z€e R & z=2

z€eiR & z=-2

Les nombres
complexes

Le point de vue de
I’algébre

Y

Equation du second degré a coefficients réels
Typiquement : az? + bz +c =0 out a € R*, b,c € R.
Méthode : On calcule le discriminant A = b? — 4ac

e Si A >0, racines réelles (cf 1S)

e Si A <0, 2racines complexes conjuguées :
—b+iv—-A . —b—iv—-A

= v = y=— v =

21 2a ou 2a

A\ Pour les équations polynomiale de dégré > 2 a coef-
ficient complexe, le texte vous guidera.

\J

Mettre un complexe sous forme algébrique

e Outil: VzeC, zz=2>+y>€R

1-3i _ (1-3i)
E le: z= =
s e B Ty G )
_142i-3i+6
12 4-22
7 1.
=|=—=i
5 5

Autres équations

1) Equations de degré 3 a coefficients réels :
az3 + bz +cz+d =0

On détermine une racine évidente &

On en déduit une factorisation par (z — «)

On conclut grace au théoreme du produit nul.
Exemple : résoudre z° —3z% 43z +7 = 0.

2) Equations impliquant z et z.

e On pose z = x + iy puis on utilise 1'unicité de
I'écriture algébrique pour déterminer x et y en
identifiant partie réelle et partie imaginaire a I'aide
d’un systeme.

e Exemple: z—-3iz—3+4+6i =0
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Complément (dans la lignée du programme)

Théoreme : Tout polynéme a coefficients réels admet un nombre pair de racines
complexes non réelles. Ces racines sont alors conjuguées deux a deux.

Soit un polynéme P de degré n a coefficients réels :

n
P(z) = Zakzk:anz"—ﬁ—an,lz"*l—i—---—i—alz—i—ao
k=0

On suppose que zg est racine de P, montrons alors que zj est aussi racine de P.

P(z) =0 & P((z) =0

& apzl+a,120 '+ 4a1zo+a=0

© apzf+a,_120 '+ +a120+a =0

& Tz AT 4 AT+ T =0
Comme les coefficients sont réels, Vk € {0,1,...,n}, a; = a; et Zh ="

& ayZ0" +a, 120" '+ +a1Zg+a9 =0

& zg racine du polynéme P

Culture

Théoreme fondamental de l’algebre : Tout polyndme de degré n > 1 a coeffi-
cients complexes admet exactement 7 racines distinctes ou non.

Théoréme conjecturé par d’Alembert (1717-1783) et démontré par Gauss (1777-1855).

Exemple : Racines 4¢ de 'unité,
2-1=0 & (Z2-1)(Z+1)=0 & (z—1)(z4+1)(z—i)(z+i) =0

)
On en déduit les 4 racines 4¢ de I'unité : S¢ = {—1; 1;—i; i}.
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