Comportement d’une suite, Problemes

1) Sens de variation d’une suite numerique.

1) Définitions :

Soit (Up)nsn, » UNE suite numerique. On dit que cette suite est :

croissante si pour toutn = ny, Uy = U, ;

strictement croissante si pour toutn >

» Upt1 > Uy,

n
décroissante si pour toutn = ng, u,;; < U, ;
=

strictement décroissante si pour toutn = ny, Uy < U, .

Une suite (u,),sn, » €St monotone si elle est croissante ou décroissante

Remarque : pour connaitre le sens de variation d’'une suite, on compare donc
deux termes consécutifs de la suite. On doit faire cela pour tous les termes de la
suite.

2) Méthodes pour étudier le sens de variation d’une suite

Selon I’expression de la suite (u,) :

= Méthode 1 : On calculera I’expression u,.; —u, et on étudiera son signe :

Si, Pour tout entier naturel n > ny, , u,,;1 — u, =0 alors la suite u est croissante

Si, Pour tout entier naturel n > ngy, u,,; — u, <0 alors la suite u est décroissante

En Effet u,,,; — u, =0 équivaut a u,,; = u,

= Méthode 2 : Dans le cas ou u,, = f(n) , on étudie les variations de la fonctions f
sur [O; +oo [

Pour tout entier naturel n > ny, u, = f(n) ou f est une fonction définie sur [0 ; + o [
Si la fonction f est croissante sur [0 ; + « [ alors la suite u est croissante aussi

Si la fonction f est décroissante sur [O ; + « [ alors la suite u est décroissante
aussi

En effet , pour tout entier naturel n,
n < +1, si f est strictement croissante alors f(n) < f(n+1)

si f est strictement décroissante alors f(n) > f(n+ 1)




Up+1

Remarque: On peut aussi, sous certaines conditions, calculer I’expression et

Un
on compare cette expression a 1:

Tout d’abord, il faut prouver que tous les termes de la suite u sont positifs

. Un+1 .
Puis, on calcule :
Un
. . Un+1 . .
= Si, Pour tout entier naturel n = n,, > 1, alors la suite u est croissante
Un

. . Un+1 . ) .
= Si, Pour tout entier naturel n > n,, —— < 1, alors la suite u est décroissante
Un

Unt1

En Effet, Si tous les termes de la suite u sont positifs, > 1 équivaut a u,,; = u,

n

3) Exemples

Exemple 1: On définit la suite (uy) peny Par : u,=3n+1on adonc :
Upyr = 3n+1) +1=3n+4

Pour toutnde N - u,,; —u,=3n+4-3n—-1=3

Upeqp — U, > 0 donc

Pour toutn de N - u, . ; > u,

La suite (u,) est donc strictement croissante.

Exemple 2: On définit la suite (u,) peny PAr @ Upy =4 XxXu, etu, =2

u 4XU
Pour toutn de N : 4 _ T

Un Un

u
Pour toutn de N : il 1,
un

Comme tous les u,, sont positifs car u, = 2

on a: pourtoutnde N, u,,; > u, etlasuite (u,) est donc strictement croissante.



Exemple 3: On définit la suite (u,) nen(o) PAr 1 U, =

S|

Soit f(x) = % avec u, = f(n).Pour tout entier naturel N non nul ,

f est strictement décroissante sur ]O ; +o [, comme n < n + 1 alors pour tout

n > 0, f(n) > f(n+1). La suite (u,) est donc strictement décroissante.

Exemple 4: On définit la suite (u,) ey Par : u,=n* — 1
Upyr = M+ 1)> =1 =n’+2n

Pourtoutnde N : uy,;— u,= n>+2n—n>+ 1=2n+1
Pourn =20 2n+4+1 >0 Doncu,,; — u,>0

Pour toutn de N - u,,; > u,

La suite (u,) est donc strictement croissante.

Exemple 5: On définit la suite (u,) nen PAr : Upe; = f(u,) avec f(x) =x + 4
avec uy, = 2

U +4=2+4=6

Uy

U +4=6+4=10

U,
Us;=u, +4=10+4=14

Uppp — Up=U, +4—u,=4>0

La suite (u,) .y €St donc strictement croissante
Exemple 6

a) Considérons f(x) = x* —3x + 1, avec u, = f(n).
Pour n entier naturel, formons la différence
Upgr —Up =M+ 1)2=3m+1)+1—(n?-3n+1)=2n-2 qui est strictement positif

dés que n# 0 ou n # 1. Donc (u,),s2; est strictement croissante.

L'étude des premiers termes faite ci-dessus montre que (u,),-; €st croissante non

strictement et que (u,),=9 N’est pas monotone mais I’est pour (u,),»2-

b) Considérons f(x) =x%—3x+ 1, avec u, = 1 et pour tout entier naturel n, u,,; = f(u,).

Pour n entier naturel, formons la différence
Upgr —Up = Up? —3Up+1—up = up? —4u, +1=(u, —2)>-3

= (Uup — 2 +V3)(u, — 2 —+3)



Donc u,,; — u, est positif pour des valeurs de u, inférieures a 2 —+/3 ou supérieures a 2 + /3.

Nous avons vu que u, =5 > 2 ++/3 . D’aprés le calcul précédent, nous savons que u; —u, est
strictement positif, donc u; est plus grand que u, , donc que 5. Donc u, est plus grand que u;
... et ainsi de suite. Donc la suite (u,),s; est strictement croissante.

On ne peut pas en dire autant de (u,),so - En effet, on constate que les premiers termes sont
1 puis —1 . Cette suite est donc d’abord décroissante, puis croissante. On ne peut pas affirmer
que (u,),»1 €st strictement croissante.

Donc la suite (u,),-2 €st strictement croissante mais (u,),>; N’est pas monotone.

11) Etude du comportement des suites a l’'infini

Exemple 1 : On définit la suite (uy) pen Par : u,=2n+1

Etudions le comportement de cette suite lorsque n prends des valeurs de plus en plus grande.

n 5 10 100 1000 | 10000 | 100 000 | 1 000 000
u, 11 21 201 2 001 20 001 | 200 001 | 2 000 001
u, >10 pourn >5 Plus généralement, on peut démontrer que pour

tout nombre A aussi grand que I’on veut ,il

existe un nombre N, ou a partir de ce rang u,

u, > 200 pour n > 100

Pour traduire cette notion on dit que la suite u a
pour limite +o et on note :

lim u, = 4+
n—-+oo

S

Exemple 2 : On définit la suite (v,) pen par: v, =2 +

Etudions le comportement de cette suite lorsque n prends des valeurs de plus en plus grande.

n 5 10 100 1 000 10 000 | 100 000 | 1 000 000

v, 2,2 2,1 2,01 2,001 | 2,0001 | 2,00001 | 2,000 001

Plus généralement, on peut démontrer que
pour tout nombre réel a strictement
1,9999 <w, <2,0001 pour n> 1 000 positif, aussi proche de 0 que I’on veut ,il

1,999 999 < v, < 2,000001 pour n > 1 000 000| €Xiste un rang N ou, & partir de rang
v, appartient & I'intervalle : ]2 —a ; 2+ a[

1,7 <v,<23 pourn>5

On remarque que plus n est grand

plus v se rapproche de 2 Pour traduire cette notion on dit que la

suite v a pour limite 2 et on note :

lim v, = 2

n—-+oo



Exemple 3 : On définit la suite (W) ey par : w, = (—-1)"

Etudions le comportement de cette suite lorsque n prends des valeurs de plus en plus grande.

n 5 10 101 1 000 10 003 | 100 OO0 | 1 000 001 | 100 000 000

Cette suite ne peut pas avoir de limite ni finie ni infinie, les valeurs de u oscillent entre 1 et -
1.

111) Exemples de problemes

Probleme 1 :

On définit la suite (u,) ey PAr @ Uy = U2 etuyy = 0,75

1. Soit f la fonction telle que u,,; = f(u,). Faire la représentation graphique de la fonction f
sur l'intervalle ]0O ; 1[ puis construire les points :

Ao (U 5 f(uo) ); At (ug 5 fw))s Az (Uug 5 f(12)) 5 Az (U3 5 f(us)) 5 As (Uy ;5 f(us))

2. Conjecturez le sens de variation de la suite.

3. Justifier que si x appartient & JO ; 1[ alors f(x) appartient aussi a cet intervalle.
4. Prouver la conjecture faite au 2.

5. Lorsque n prend des valeurs de plus en plus grandes, Quel semble étre le comportement
de la suite u ?

Réponse:
1.
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2. La suite semble étre décroissante
3si0O<x<lalorsO<x*<x<ldoncO<f(x)<1

4 .Nous venons de montrer que si0O < x < 1 alors O < f(x) < 1 donc
Pour chaque entier natureln , 0 <u, <lentraine0<u’<u,<1
Ce qui veut dire que : si0 <u, <1 celaentraine 0 <u,,; <u,< 1

La suite u est donc strictement décroissante.

5. Graphiquement on voit que plus n est grand, plus u, se rapproche de O
D’ailleurs si on calcule les 10 premiers termes de la suite a I'aide d’un tableur on voit que
us ~ 0001  uy = 1x 107%* qui se rapproche de 0.

u, semble tendre vers O lorsque n tend vers + o«

Probleme 2 :

On définit la suite (uy) peny Par : u, =vV3n+1

1. Faire une figure puis placez les points :

Ao (05 Up )5 AL (15 U1)5 A2 (25U )5 As (B Uz )i Aa (45 Uy)

2. Démontrer que pour tout entier n, u, > 0 et que la suite (u,) est croissante

3. A partie de quel entier N, uy > 10° ? Puis montrer que pour tout entier n , avec n > N,
u, = 10°

4. Reprenez la question en remplacant 10° par 10'° puis par un nombre A quelconque
5. Quelle semble étre la limite de u, ?

Réponse:
1.

10

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 112 113 114 15




2. Pour tout entier natureln,3n + 1 >0 et +3n+1=> 0. La racine carrée d’'un nombre
(positif) est toujours positive. (voir cours racine carrée) donc pour tout entier n, u,, > 0.

De plus u,,; = f(u,) avec f(x) = ¥3x + 1 comme la fonction f est croissante sur [0 ; +oo[,
La suite (u,) est aussi croissante.

3. V3n+1 > 10% donc 3n+1 > (105)2 3n+1= 101°

10

3n> 10 -1 on obtient donc : n > c'est-a-dire n > 3 333 333 333

Donc N = 3 333 333 333 :

Comme la suite (u,) est croissante, pour tout entier n >3 333333333 u, > 10°

4.
«3n+1 > 10°% donc 3n+1 > (10%)2 3n+1=> 10

016

3n> 10® —1 on obtient donc : n > c'est-a-dire n > 3 333 333 333 333 333

Donc N = 3 333 333 333 333 333:

Comme la suite (u,) est croissante, pour tout entier n > 3333333333333333 u, > 108

A%-1

e 3n+1 >Adonc 3n+1> A? 3n> A2-1 on obtient donc : n >

A%-1
3

c'est-a-dire pour : n =

A%-1

On choisit donc N I'entier supérieur ou égal a
Comme la suite (u,) est croissante, pour tout entier n = N u, = A

5. pour tout nombre A aussi grand que I'on veut ,il existe un nombre N, ou a partir de ce
rang u, est plus grand que A.

On peut donc dire que la suite u a pour limite +o et on note :

lim u, = +o
n—+oo



