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3 La fonction linéaire

La fonction linéaire est la plus simple des fonctions car elle traduit tout simple-
ment le caractere proportionnel de deux quantités.

3.1 La proportionnalité

Avant d’étudier la proportionnalité, il est bon de rappeler ce qu’est la proportion-
nalité.

Defivition 4 : Deux nombres x; et x, sont proportionnels respectivement aux
nombres v, et y; si leurs rapports sont égaux, c’est a dire que :

n_¥_

o . k est le coefficient de proportionnalité
1 2

k est parfois appelé coefficient multiplicateur car pour connaitre y; ou vy a partir
de x; ou x, on effectue une multiplication

y1 =k xx; et  y=kXx

Exemples : Les exemples concrets sont nombreux.

¢ La distance parcourue d est proportionnelle a la vitesse v: d = vt.

¢ Dans un circuit électrique la tension U est proportionnelle a 1'intensité du cou-
rant I (loi d’'Ohm): U = RT

¢ Le poids d"un objet P est proportionnel a sa masse m: P = mg

e Dans une société la répartition du bénéfice est proportionnelle a la part de
chaque actionnaire.

e En copropriété, les charges a payer sont proportionnelles a la surface habitée.

e Le prix de n objets identiques est proportionnel au prix d"un objet.
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3.2 Résolution

Probleme : Une voiture consomme 22 £ pour 275 km, sachant que sa consomma-
tion est proportionnelle au nombre de km parcourus, combien consomme-t-elle
pour 200 km.

Plusieurs méthodes sont possibles pour résoudre ce probleme.

3.2.1 Retour a l'unité : régle de trois

Pour 275 km, on consomme 22 /¢,

pour 1 km, on consomme 275 fois moins soit % l,

pour 200 km, on consomme 200 fois plus soit % x200=16¢

Réponse : La voiture consomme 16 litres pour 200 km.

3.2.2 Retour a un diviseur commun

Lorsque cela est possible, on cherche un diviseur commun entre deux valeurs
d’une quantité. Ici 275 et 200 ont comme diviseur commun 25. Au lieu de revenir
a l'unité, on revient au dénominateur commun :

Pour 275 km, on consomme 22 litres, comme 275 = 11 x 25

pour 25 km, on consomme 11 fois moins soit T 2 ¢, comme 200 = 8 x 25

pour 200 km, on consomme 8 fois plus soit2 X 8 =16 ¢

Réponse : La voiture consomme 16 litres pour 200 km.

3.2.3 Tableau de proportionnalité

Cette méthode est basée sur le produit en croix, c’est a dire, en appelant x la
quantité cherchée, que :

275 200 o ox— 200 x 22
2 x 275
Généralement, on remplit le tableau suivant : 22725 220

Pour trouver x il suffit de multiplier la diagonale dont les quantités sont connus
(22 x 200) et diviser par la derniére quantité connue (275).

Deux méthodes sont encore possibles, mais il faut auparavant étudier la fonction
linéaire.

3.3 Définition

Deéfinition S : Une fonction linéaire est une fonction définie de R dans R qui

a chaque réel x associe un réel f(x) tel que f(x) = ax.

f:R—R
x —> f(x) =ax

Le coefficient a s’appelle le coefficient directeur.




Exm?l'gs : Pour définir une fonction linéaire, il suffit de connaitre le coefficient
a. Soit f une fonction telle que f(x) =2x

Reprenons I'exemple de la voiture qui consomme 22 litres pour 275 km. Appelons
x la distance parcourue et f(x) la consommation.

. . 275 | «x
On peut remplir le tableau suivant : 2% | Fx)
22x
On aalors f(x) = e 0,08x
ReMA.rQ'ue: : Pour déterminer une fonction linéaire, il suffit de connaitre une

image. Dans I’exemple de notre voiture, on a f(275) = 22
La consommation pour 200 km est alors: f(200) = 0,08 x 200 = 16.

3.4 Représentation d’une fonction linéaire

passe par l’origine du repere (f(0) = 0).

correspond alors a une image de la fonction f.

Propriete | : La représentation d"une fonction linéaire f est une droite qui

Pour tracer une droite, il suffit de connaitre deux points. Comme nous savons
que cette droite passe par |'origine, il nous suffit de connaitre un seul point qui

Dans I’'exemple de notre voiture, nous avons f(275) = 22, donc la droite repré-
sentant la fonction f passe par le point A(275 ; 22). Nous pouvons ainsi tracer
la représentation de la fonction f. En cherchant le point B de la droite d"abscisse

200, nous retrouvons la solution de notre probleme.
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3.5 Propriétés du coefficient directeur

Représentons les fonctions linéaire suivantes :

1
Alx)=3x  frlx)=x  fa(x) = ;x
1
fa(x) = =2x fs(x) = —x fo(x) = —3%
Pour tracer chaque fonction, il faut déterminer un point :

e Pour f1(x) = 3x,

on calcule par exemple f1(2) =3 x2 =6,

donc la droite (D;) représentant f; passe par le point A(2; 6)
e Pour fr(x) =1x,

on calcule par exemple f,(3) =3,

donc la droite (D7) représentant f passe par le point B(3; 3)

1
e Pour f3(x) = Ix,

on calcule par exemple f3(8) = 1 x8=2,

donc la droite (D3) représentant f3 passe par le point C(8; 2)
e Pour fy(x) = —2x,

on calcule par exemple f§(2) = -2 x2 = —4,

donc la droite (Dy) représentant f; passe par le point D(2; —4)
e Pour f5(x) = —x,

on calcule par exemple f5(—3) = —(—3) =3,

donc la droite (Ds) représentant f5 passe par le point E(—3; 3)
e Pour fg(x) = —%x,

on calcule par exemple f5(—6) = —% x (—6) =2,

donc la droite (Dg) représentant fg passe par le point F(—6; 2)

La représentation des six fonctions donne :
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Au vue de ces représentations graphique, on constate que :

e Lorsque le coefficient a est positif, cest a dire pour les représentations (D),
(Dy) et (D3), les droites sont situées dans les cadrans 1 et 3. Les fonctions f1, f>
et f3 sont donc croissantes.

e Lorsque le coefficient a est négatif, c’est a dire pour les représentations (Dy),
(Ds) et (Dg), les droites sont situées dans les cadrans 2 et 4. Les fonctions fy, f5
et fs sont donc décroissantes.

e Plus la valeur absolue du coefficient 4 est grande, plus la droite est verticale. En
effet, de (D3) a (D) les droites sont de plus en plus verticales, leurs coefficients

directeurs passent de }L pour (D3) a 3 pour (Dy).

3.6 Propriétés

Deéfivition b : On appelle taux d’accroissement T de la fonction f entre les

quantités x; et x,, la quantité définie par :

7 - f(x2) = f(x)

X2 — X1

Pra,b_riété 2 : Une fonction linéaire est croissante respectivement décroissante

si, et seulement si, son coefficient directeur a est positif respectivement négatif.

Démonstration : Pour montrer la croissance d’une fonction, il suffit de montrer
qu’elle conserve la relation d’ordre c’est a dire un taux d’accroissement T positif.
Pour montrer la décroissance d"une fonction, il suffit de montrer qu’elle inverse
la relation d’ordre c’est a dire un taux d’accroissement T négatif. Montrons que le
taux d’accroissement T d"une fonction linéaire est constant.

7 fx2) = f(a) _

ax, —axy;  a(xy —xq)
Y—x¥  X-X XX

=4a

e Sia > 0 le taux d’accroissement est positif donc la fonction f est croissante.
e Sia < 0 le taux d’accroissement est toujours négatif donc la fonction est dé-
croissante.

R&gl& 2 : Siune fonction f est linéaire alors :

Vx;1 €R, Vxp € R f(x1+x2) = f(x1) + f(x2)
VxeR, Vke R f(kx) =k x f(x)

Ces deux propriétés sont appelées propriété additive et multiplicative. Elles ca-
ractérisent la proportionnalité.




4 Fonction affine

4,1 Définition

“Deéfinition T : Une fonction affine est une fonction définie de R dans R qui a
un réel x associe la quantité f(x) = ax + b ot a et b sont deux réels fixés.
f:R—R
X — f(x)=ax+b
Le coefficient a s’appelle le coefficient directeur.
Le coefficient b s’appelle I'ordonnée a I'origine.

Cas particuliers :
e Sib =0, la fonction affine f est une fonstion linéaire: f(x) = ax
e Sia =0, la fonction affine f est une fonction constante : f(x) = b

Remargue : Dans une fonction affine ce n’est pas f(x) qui est proportionnel a x
mais sa variation.

Exemples :
1) Un chauffeur de taxi pratique les prix suivants :
e 2,50 € la prise en charge
e 0,30 € par km parcouru
Quel est le prix f(x) demandé par le taxi pour une course de x km?

£(x) = 0,30x + 2,50

2) Une voiture posséde un réservoir de 54 litres et consomme 6 litres pour 100
km. Au départ le réservoir est plein. La voiture parcours x km. Quel est le
nombre de litres ¢g(x) restant dans le réservoir ?

Comme la voiture consomme 6 ¢ pour 100 km, elle consomme 0,06 £ pour 1
km et donc 0, 06x ¢ pour x km, donc :

g(x) = —0,06x + 54

4,2 Comment déterminer une fonction affine?

Dans une fonction affine, nous avons besoin de deux informations pour détermi-
ner les coefficients a et b.

4.2.1 On donne deux images

Regle 4 : Soit f une fonction affine telle que f(x) = ax + b. Si on connait deux

images telle que y; = f(x1) ety = f(x2),alorsona:

_Y¥2—h
X2 — X1

a et b= f(x1)—ax




Deémonstration : Siy; = f(x1) et y, = f(x2) on peut écrire:

y1 =ax1+b et Y2 = axy+b
Calculons la quantité y, — v :
Yo—yy =axp+b—(ax;+b) =axy+b—ax; —b=a(x; — xq)

Y2—W1
X2 — X1

On adoncbien: a =

De y; = ax; + bonen déduitque: b=y; —ax; = f(x1) —ax;
ExeMPle : Déterminer la fonction affine f telleque: f(—2) = —4 et f(1) =5:

On calcule le coefficient directeur :

_f()—f(=2) 5-(-4) 9
=TIy T iz 30

On calcule 'ordonnée a l'origine: b= f(1) —3x1=5-3=2

La fonction affine recherchée a pour expression : f(x) = 3x + 2.

4.2.2 On donne la représentation graphique

Soit le représentation (D) d"une fonction affine f :

A
61 (D)
) Ax:4‘
A > B

4.
3_

Ay=6

Y 2 ¥b—2

22—

On sait que le coefficient directeur a = )
X2 —Xq

Il correspond donc a une différence d’ordonnées Ay sur une différence d’abscisses
Ax entre deux points de la droite correspondante a la représentation de la fonction
f- Sur le graphique, on peut donc repérer deux points A et B et trouver ainsi a :

Ay différence d’ordonnées

~ Ax  différence d’abscisses




Pour déterminer I'ordonnée a l’origine b, il suffit de lire 'ordonnée du point d'in-
tersection entre la droite et 1’axe des ordonnées :

b = ordonnée du point d’intersection entre la droite et I’axe des ordonnées

Dans 1’exemple ci-dessus, on trouve donc: f(x) = gx +2

4.3 Représentation d’une fonction affine

Pra,b_riété; 2 : Lareprésentation d"une fonction affine est une droite mais qui

ne passe pas nécessairement par ’origine si b # 0. Pour tracer cette droite, nous
avons besoin de deux points qui correspondent a deux images.

Cas particuliers

Si b = 0 la droite passe par l’origine (fonction linéaire).

Si a = 0 la droite est horizontale (fonction constante)

Exemffe : Représenter les fonction f, g et h définies par :

flx)y=2x-3 ; g(x)=%x+4 ; h(x)z—%x—z

Le choix des images pour tracer la droite est arbitraire. Cependant, ce choix doit
tenir compte de I'échelle du repére que 1'on choisit, ainsi que de la précision du
tracé de cette droite. Pour ces deux raisons, dans la mesure du possible on calcu-
lera I'image de O, car elle est facile a calculer et correspond a 'ordonnée a l'origine
et 'on choisira la deuxiéme image de fagon a obtenir un point qui n’est pas trop
proche du premier de fagon a obtenir un bon tracé de la droite.

Calculons deux images pour les fonctions f, g et h.

e Pour f: f(0) = -3 et f(3)=2x3—-3=3.
Donc la représentation de la fonction f passe par les points A(0; —3) et B(3; 3).

e Pourg:2(0) =4 et g(—4) = % X (—4)+4=2

Donc la représentation de la fonction ¢ passe par les points C(0; 4) et D(—4; 2).
e Pourh:h(0) = —2 et h(4) = —% x4—-2=—4

Donc la représentation de la fonction h passe par les points E(0; —2) et F(4; —4).

On trace ensuite les fonctions f, g et h.




4.4 Propriété du coefficient directeur

Propriete 4 : Le taux d’accroissement d’une fonction affine est égale au coef-

ficient directeur. On a donc

e Une fonction affine est croissante, respectivement décroissante, si, et seulement
si, le coefficient directeur a est positif, respectivement négatif.

e Les représentations de deux fonctions affines sont paralléles si, et seulement si,
leurs coefficients directeurs sont égaux.

4.5 Fonction affine définie par morceaux

Deéfivition 8 : Une fonction affine peut changer d’expression suivant l'inter-

valle dans lequel se situe la variable x. On dit alors que la fonction est définie par
morceaux.

Exemple : Soit la fonction f définie sur R telle que :

f_{fu)—x+1 si x€]—o0; 2
ol f(x)=—x+5  si x€[2; +oo

Pour calculer I'image de —3 on prendra la premiére expression car —3 €] — o0 ; 2],
pour I'image de 4 on prendra la deuxiéme car 4 € [2; +o0].

f(-3)=—3+1=-2 et f(4)=—-4+5=1

Remargue : Lorsque 'on calcule I'image de 2, on doit prendre la deuxiéme ex-
pression f(2) = —2+5 = 3, cependant lorsque I’on utilise la premiére expression
f(2) = 241 = 3, on trouve le méme résultat. On dit alors que la fonction f est
continue en x = 2, il n'y aura donc pas de « cassure » dans la représentation de
la fonction f. Comme la fonction f, continue en x = 2, posséde deux expressions,
sa représentation graphique sera deux demi-droites. Il sera alors nécessaire de
déterminer au moins trois points pour tracer la représentation de la fonction f.

e Comme f(—3) = —2 la représentation de la fonction f passe par A(—3; —2)
e Comme f(2) = 3 la représentation de la fonction f passe par B(2; 3)
e Comme f(4) = 1la représentation de la fonction f passe par C(4; 1)

On obtient alors la représentation suivante :

I e




5 Optimisation et autres application des fonctions af-
fines

5.1 Optimisation

Une agence de voiture propose deux types de contrat de location d"une voiture
pour une journée.

e Contrat N°1:30 € de forfait et 0,40 € par km
e Contrat N°2:57 € de forfait et 0,25 € par km

Pour x km parcourus, le prix a payer est f(x) pour le premier contrat et g(x) pour
le second.

1) Donner les expressions de f(x) et g(x).

2) Construire dans un méme repére les représentations de f et ¢ pour les valeurs
de x comprise entre 0 et 500 km.

3) Indiquer, en utilisant le graphique, le type de contrat le plus avantageux sui-
vant le nombre de km parcourus.

4) Retrouver ces résultats par le calcul.

G OE EE (EE O N EEN (EE O OEE GEE N UGN G O (N (E O O O

1) Les expressions des fonctions sont immédiates, on a :

f(x) =30+0,40x et  g(x)=57+40,25x

2) Pour représenter les fonction f et g, il faut déterminer deux images pour cha-
cune des fonctions. Comme la variable a une amplitude donnée (entre 0 et
500km), il est intéressant, pour la précision du graphique de prendre les image
de 0 et 500. On peut représenter les résultats dans un tableau.

x | 0 500
F(x)| 30 | £(500) =30+ 0,4 x 500 = 230
g(x) | 57 | g(500) =57+ 0,25 x 500 = 182

La représentation de f passe donc par les points A(0; 30) et B(500 ; 230).
La représentation de ¢ passe donc par les points C(0 ; 57) et D(500 ; 182).

Il reste a déterminer les unités graphiques. Comme x varie entre 0 et 500, et y
entre 0 et 230 on peut prendre :

sur les abscisses : 2 cm = 100 km et sur les ordonnées : 1 ecm = 20 €.
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3) Si l'on veut déterminer le contrat le plus avantageux suivant le nombre de
km parcourus, le prix doit étre le plus petit possible. On cherche donc, sur la
représentation des deux fonctions, les segments les plus bas possible. Les deux
droites se coupent en un point I. En I le prix des deux contrats sont identiques.
Cela correspond a 180 km. On a donc:

e Sil’on parcourt moins de 180 km, le contrat N°1 est plus avantageux.
e Sil’on parcourt plus de 180 km, le contrat N°2 est plus avantageux.
e Sil’on parcourt 180 km les deux contrats sont équivalent.

4) Retrouvons ces résultats par le calcul :
Pour déterminer 1'abscisse du point I, il faut résoudre I"équation :

f(x)=g(x) <« 30+40,40x =57+0,25x < 0,40x —0,25x =57 — 30

27
< 0,15x =27 it = = 180
,15x soi X 0.15

Pour connaitre le contrat le plus avantageux, il faut déterminer le signe de
la quantité f(x) — g(x). Si cette quantité est négative, le contrat N°1 est plus
avantageuyx, si elle est positive le contrat N°2 est plus avantageux.

f(x) —g(x) =30+0,40x — 57 — 0,25x = —27 +0,15x

Cette quantité s’annule pour x = 180, on peut alors remplir un tableau de
signes :




X 0 180 500
—27 +0,15x = 0 +

On retrouve alors les résultats de la solution graphique.

Remargue : On peut créer une nouvelle fonction 1, définie sur [0; 500], qui
a un nombre x de km parcourus associe le tarif le plus avantageux. Il s’agit
d’une fonction affine définie par morceaux :

L. [h(®)=30+0,40x i x€[0; 180)
h(x) =57+0,25x  si x e [180; 500]

On a représenté cette fonction en pointillé rouge sur le graphique.

5.2 Autre application : conversion d'unité

En France I'unité usuelle de température est le degré Celsius qui est noté °C. Dans
certains pays anglo-saxon, comme les Etats-Unis, 1'unité usuelle est le degré Fah-
renheit qui est noté °F. Tous les frangais en visite a Los Angeles ont éprouvé un
certain malaise en écoutant la météo annoncée une température de 90° pour le
lendemain. Il s’agit bien évidement de degré Fahrenheit. Effacons ce malaise en
convertissant les degrés Celsius en degré Fahrenheit a 1'aide d'une fonction af-
fine. Il faut bien évidement deux informations pour déterminer cette fonction.
Les changements d’états de 1’eau — servant de base a la définition du degré Cel-
sius — permettent la conversion :

¢ Quand l'eau gele (0°C) un californien pense 32°F.

e Quand I'’eau bout (100°C) le californien pense 212°F.

1) Déduire de ces renseignements 1’expression de f(x) ou f est la fonction qui
a une température x exprimée en degré Celsius associe la température f(x)

exprimée en degré Fahrenheit.
2) Représenter la fonction f pour une température comprise entre 0 et 50°C.

3) Utiliser ce graphique pour répondre aux questions suivantes :

e Lorsqu’a Los Angeles le thermometre indique 90°F, est-ce une température

caniculaire ?

e Un médecin américain s’inquiéte-t-il quand le thermometre d'un malade

indique 100°F ?

e A quelle température dans sa chambre d’hétel, un touriste francais a Los

Angeles doit-il s’attendre ?
4) Retrouver ces résultats par le calcul.

5) Peut-on trouver une température qui s’exprime par le méme nombre en ° C et

“F?
1) D’apres les états de I'eau, on a :
f(0) =32 et £(100) = 212
Comme f est une fonction affine, elle est du type f(x) = ax + b, on a alors :

212-32 180
~100—0 100
La fonction f a donc pour expression : f(x) =1,8x+ 32

-=1,8 et b =32 ordonnée al'origine




2) Pour représenter la fonction f pour x € [0 ; 50|, on détermine les images
extrémes

f(0) =32 donc la représentation passe par le point A(0; 32).
f(50) =1,8 x50+ 32 = 122 donc la représentation passe par le point B(50; 122).

On prendra comme unité :

e 2 cm = 10°C sur I'axe des abscisses

e 1 cm = 10° F sur l'axe des ordonnées
On obtient alors :
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3) e Graphiquement, une température de 90° F correspond a une température
d’environ de 32° C. Une température de 90° I est tout a fait habituelle a Los
Angeles.

e Graphiquement, une température de 100° F correspond a une température
d’environ de 38° C. Un médecin s’inquiéte donc nullement lorsque la tem-
pérature d’un malade est de 100° F.

e On peut prendre comme température d’une chambre d’hoétel climatisée 18°
C. Graphiquement, on trouve alors 64° F. Un touriste frangais s’attend a
avoir une température de 64°F dans sa chambre d'hétel.

4) Pour retrouver ces résultats par le calcul il faut résoudre :




e Pour une température de90° F

f(x)=90 < 1,8r+32=90 < 1,8x=90—232
58

x:L—S

~ 32,2

e Pour une température de 100° F

f(x)=100 < 1,8x+32=100 < 1,8x=100—32
x768
1,8

~ 37,8

Cette température du corps a servi de référence pour définir le 100°F

e Pour une température de 18°C,

£(18) =1,8 x 18 + 32 = 32,4 | 32 — 64,4

5) Siune température s’exprime par la méme nombre en °C et °F, alors on a :

fx)=x & 1,8x+32=x & 1,8x—x=-32
32

— 25— 40
0,8

& 0,8x=-32 soit X =

Une température de —40° peut étre aussi bien des °C que des °F.




