Nombre dérivée

Soit une fonction f définie sur un intervalle ouvert I.
Soita € L.

La fonction f admet un nombre dérivé en a, noté f'(a), si

la limite du taux d’accroissement existe et est finie :

f’(a):hm'w ou f’(g):hm M

h—0 h x—a X —a

A On retiendra plutét la premiere formulation.

Les physiciens utilisent la notation différentielle j—i (a)

Variation d’une fonction dérivable

Soit une fonction dérivable sur un intervalle I.
e Si f' =0 surl, alors f est constante.
e Si f’ >0 surl, alors f est croissante.

e Si f' <0 surl, alors f est décroissante.

Fonction dérivée

Soit une fonction f définie sur un intervalle L.

Si la fonction f admet un nombre dérivé en chacun des

points de I, on dit que la fonction f est dérivable sur I.

On définit alors sur I, la fonction dérivée, notée f, la fonc-

tion qui a x associe son nombre dérivé.

A\ La plupart des fonctions élémentaires sont dérivable
sur leur ensemble de définition a part la fonction racine qui

est uniquement dérivable sur |0 ; 4-oo|

Interprétations géométrique et numérique

3>

Equation de la tangente T,
en a a la courbe ¢y d'une

fonction f dérivableena: 7

y=f'(a)(x —a)+ f(a)  f@

]
Lorsque x est proche de a, le
point M’ de ¢ est proche du o)
point M de T,.

On peut alors faire I'approximation affine suivante :

f(x) = f(a) + (x —a)f'(a)

A

La fonction dérivée

La fonction dérivée est intimement
liée a la notion de limite et de
tangente.

Y

Dérivées des fonctions élémentaires

Soit 7 un entier naturel non nul.

Fonction | Dérivée | Condition

X nx—1 xeR
n

_ _ *

xn xn+1 xeR
1

x €]0; 4o00]

2Vx

v

Regles de dérivation
Somme (ut0) =u +70

Prd par un scalaire : (Au)’ = Au

Produit : (wo) =u'v+u
1\’ u'
Inverse =) =—=
u u
_ u\’  u'v—uv
Quotient : (—) = 5
v v
Puissance (u™) = nu'u"1

Racine  (Vu) = —=

Extremum d’une fonction dérivable

Soit une fonction f sur un intervalle ouvert I conte-
nant c.

e Si ¢ estun extremum de f surIalors f'(c) =0

e Si f’ s’annule en ¢ en changeant de signe alors
c est un extremum de f sur L.

A Les extremum de la fonction sont a chercher
parmi les « zéro » de la dérivée mais la condition de
changement de signe est essentielle pour avoir un
extremum (c.e. fonction cube en 0).

Dérivée et cinématique

En physique, la notion de dérivée est liée au calcul de la
vitesse instantanée et de 1’accélération.

Si x(t) correspond a la position d’un point M se dépla-
cant sur I’axe des abscisses, on a alors :

e la vitesse instantanée : v(t) = x/(t)

e l'accélération: a(t) =v'(t) = x"(¢t)

x"" correspond a la dérivée seconde de x soit la dérivée
de la dérivée de x
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Calculs de dérivées
Quelques conseils lorsqu’on calcule une dérivée

o Comme il est plus facile de dériver une somme qu'un quotient, on ne cherchera
pas a réduire au méme dénominateur avant de dériver.

e Comme le signe de la dérivée donne les variation de la fonction, on cherchera a
factoriser la dérivée lorsque cela est possible.

e On peut étre amener a utiliser plusieurs regles pour dériver une fonction.
Déterminer la dérivée des fonctions suivantes sur leur ensemble de dérivation.

e fi(x) = x* +3x3 — 5% — 3x + 10 on utilise la linéarité de la dérivée

fl(x) =4x3 +9x* —10x — 3

4
e fo(x) =x+2+ L7 onne réduit pas au méme dénominateur!
A =1- 4 (x—-1P2-4 (x—1-2)(x—142) (x=3)(x+1)
e A €2 ) N 2 LA C SV
2x L. . , .
e f3(x) = 211 on dérive comme un quotient et 'on factorise!
flx) = 2(x2+1) —2x(2x)  2—-2x*  2(1—x)(1+x)
SV (x24+1)2 T (2412 (x2+1)2

e fi(x) = (x> + x+1)3 on dérive comme une puissance.

fax) =3Q2x +1)(x® +x +1)2

1—x
o f5(x) =4/ o, o dérive en utilisant les regles du quotient et de la racine.
x

o —(l+x)—(1-x)(1) 1 [T+4x -1 [1+x
fol®) = (14 x)? ~2 1—-x (1+x)2V1-x

1+

La fonction f5 est dérivable si

§>0 soitpour x €] —1; 1]

Etude et représentation d’une fonction

Pour étudier les variations d"une fonction, on calcule la dérivée, on résout f’(x) = 0
puis on détermine le signe de la dérivée.

e Soit la fonction f définie sur R par: f(x) = —x3 +3x2 +2
a) Déterminer les variations de la fonction f.
b) Déterminer I'équation de la tangente T au point x = 1.

c) Tracer la courbe ¢7%, la tangente T ainsi que les tangentes horizontales,
dans un repere d’'unité 1 cm sur les abscisses et 2 cm sur les ordonnées.

a) f'(x) = —3x% +6x = 3x(—x +2).
f' s’annule en 0 et en 2 et son signe est celui du trindme.
On dresse le tableau de variation

x —00 0 2 +o0
f/(x) - - -
+00 6
f(x) ~__ ) T

b) Oncalcule: f(1) =4 et f/(1) =3.
T :y=3(x—-1)+4 & y=3x+1

¢) On obtient la courbe suivante :

On peut montrer que la courbe ¢
admet un point de symétrie en L.

Il faut montrer que :
fA=x)+f(1+x) =2f(1)
On peut montrer également que

I’équation f(x) = 0 n’admet qu'une
solution comprise entre 3 et 4. 70 | ' g
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